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E o stesso ho osservato anche che ogni fatica
e tutta l’abilita messe in un lavoro
non sono che rivalita dell’uno con [’altro.
Anche questo ¢ vanita e un correr dietro al vento.

Salomone, Ecclesiaste 4:4



La Filosofia é scritta in questo grandissimo libro che continuamente ci sta
aperto innanzi a gli occhi (io dico l'universo), ma non si pud intendere se
prima non s’impara o intender la lingua, e conoscer i caratteri, ne’ quali €
scritto.

Eqgli ¢ scritto in lingua matematica, e i caratteri son triangoli, cerchi ed altre
figure geometriche, senza i quali mezi & impossibile a intenderne umanamen-
te parola; senza questi & un aggirarsi vanamente per un oscuro laberinto.

I1 Saggiatore (1623)

Figura 1: Galileo Galilei (1564-1642)



Principali simboli usati:
insieme (gruppo) dei numeri interi non negativi
insieme (gruppo) dei numeri interi relativi
. insieme (gruppo)
insieme (gruppo) dei numeri reali
insieme (gruppo) dei numeri complessi
: insieme (gruppo) dei quaternioni
G, H: gruppo e sottogruppo generico
K: kernel di un omomorfismo fra gruppi
[: immagine di un gruppo secondo un omomorfismo

—~

dei numeri razionali

LOFONZ

A: anello

A: algebra generica

K: campo o corpo

V, W: spazi vettoriali

T, S: spazio e sottospazio topologico

M: spazio metrico

‘H: spazio di Hilbert

v, w: generici elementi di uno spazio vettoriale

e;, f;: elementi di una base di uno spazio vettoriale
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Introduzione

In questa Prima Parte del volume dedicato a nozioni di Matematica, sen-
za alcuna nessuna pretesa di essere esaustivi, richiameremo alcune nozioni
relative alle strutture di maggior interesse per la Fisica, in particolare trat-
teremo il problema della rappresentazioni dei gruppi di Lie, concentrando la
nostra attenzione su SU2 e SU3.
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Capitolo 1

Strutture matematiche di
Interesse

1.1 Gruppi

Un gruppo G é un insieme in cui ¢ definita una operazione di composizione
interna, che viene di solito indicata con il nome di moltiplicazione, tale che

Vgl,ggeG:gl-ggeG (1.1.1)

Affinché G sia un gruppo, occorre che la legge di moltiplicazione abbia le
seguenti proprieta:

e sia associativa, ovvero g1 -(g2-93) = (91 - 92) - g3

e ammetta identita e (elemento neutro), ovvero
JeeG:VgeG:e-g=g

e ogni elemento abbia inverso, ovvero Vg € G,3g ' € G: g7 - g=e

Il gruppo é detto abeliano o commutativo se accade che

V91,02€G:g1-92=92- 1 (1.1.2)

Si dimostra che in un gruppo, ’elemento neutro € unico e tale che g-e = g;
come pure che l'inverso di ogni elemento del gruppo é anch’esso unico e
tale che g - ¢! = e. Nel seguito, se questo non potra creare confusione,
ometteremo il segno del prodotto, ovvero porremo gy - go = g1 go.

Un sottoinsieme H C G é detto sottogruppo del gruppo G se l'insieme
degli elementi di H costituiscono a loro volta un gruppo sotto la moltiplica-
zione definita in G, ovvero se H ¢ stabile sotto I'operazione di composizione

interna che rende G un gruppo. Si dimostra che questo accade se e solo se
Vhi,hy € H: hyhy' € H (1.1.3)

9
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Un sottogruppo H C G é detto normale o invariante se accade che
VgeG,VheH:ghg leH (1.1.4)

Un gruppo si dice semplice se non ha sottogruppi normali non banali, cioé
diversi dal gruppo stesso e dal sottogruppo fatto dalla sola identita.

Si parla invece di gruppo semisemplice se esso non ammette sottogruppi
normali abeliani.

Esempi

L’insieme Z dei numeri relativi, I'insieme QQ dei numeri razionali, I'insieme
R dei numeri reali e I'insieme C dei numeri complessi costituiscono, ciascu-
no, un gruppo abeliano con la somma. L’elemento neutro &, naturalmente,
I’elemento nullo ovvero lo zero mentre 1’elemento inverso ¢ quello che, co-
munemente, chiamiamo opposto.

Z ¢é sottogruppo di Q, che ¢é sottogruppo di R, che é sottogruppo di C.
Trattandosi di strutture abeliane, ciascuno di questi sottogruppi ¢ normale.
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1.2 Anelli

Un anello A & un gruppo abeliano con 'operazione di composizione inter-
na, che indicheremo con il simbolo di somma, nel quale é definita un’altra
operazione di composizione interna, detta prodotto, tale che

Vai,ao € A:aj-as € A (1.2.5)

Per definizione, indicheremo con "0" I’elemento neutro per la somma.
Quanto al prodotto, esso deve

e essere associativo, ovvero tale che
Vai,az,a3 € A: (a1 -az)-az = ay - (a2 - az);

e ammettere 1’elemento neutro! (che indicheremo con 1), tale che
VaceA:a-1=aq;

e essere distributivo rispetto alla somma, ovvero tale che

Vai,ag,a3,a4 € A (a1 +a2) (a3 +aq) = a1 - (az+aq) + a2 - (a3 + aq) =
= (a1-a3)+ (a1 -as)+ (a2 -a3) + (a2 - aq)

Se accade che il prodotto é anch’esso commutativo, allora si parla di
anello abeliano.
Si osservi che in un anello non é richiesto che ogni elemento abbia inverso
quanto all’operazione di prodotto.
Con le consuete operazioni di somma e prodotto, gli insiemi Z, Q, R e C sono
anelli commutativi. In essi, ogni elemento diverso dallo zero (elemento neutro
per la somma), ammette inverso secondo il prodotto che ¢, naturalmente,
commutativo: come vedremo, questa ulteriore proprieta caratterizza i campi.

1L’elemento neutro per la somma, cioé lo 0, non pud coincidere con I’elemento neutro
per il prodotto, cioé 1’1, a meno che il gruppo sia costituito da questo unico elemento ...
Infatti, da un lato abbiamo che

Ve,y: (z+0)-y=z-y+0-y=2-y =0-y=0
mentre dall’altro abbiamo che
Ly=y
dunque, se accadesse che 0 = 1, indicando con v questo elemento neutro, dovremmo avere

sia che Yy : v -y = v come pure che v -y = y e questo é possibile se e solo se 'insieme &
fatto dal solo elemento v, tale che v+v=vev- -v=uw.
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Un caso interessante di anello commutativo ¢ l'insieme P(z) costituito
dai polinomi a coefficienti complessi in una indeterminata z

P(z) ={P(z) =ap+ a1z + ... + ap2"; «a; € C; n qualsiasi}

Chiaramente questo insieme costituisce un gruppo abeliano con la somma e,
introducendo il prodotto consueto fra polinomi, diventa un anello commuta-
tivo.

Si osservi che, in generale, non esiste il polinomio inverso di un qualunque
P(z), ma solo se si tratta di un polinomio non nullo di grado zero, cioé
P (Z) = 75 0.

Dalla teoria dei polinomi in una incognita sappiamo che, usando unicamente
le proprieta che definiscono la struttura di anello (somma e prodotto), un
polinomio di grado n ammette radici complesse \; (eventualmente in parte
o tutte coincidenti) tali che (ay, # 0)

P(z) =ag+a1z+ ... +apz" = an(z _ /\1)m1...(z _ )\k)mk
dove k < n e le molteplicita m; delle radici A; sono tali che

Abbiamo richiamato questo aspetto relativo ai polinomi perché esso, le-
gato unicamente alla struttura ad anello del loro insieme, consente di trat-
tare in modo molto semplice il caso delle equazioni differenziali a coefficienti
(complessi) costanti, omogenee di grado n qualsiasi.

Vediamo.
La forma canonica di una equazione differenziale del tipo citato sopra é

(o #0)

mn
Ozn%—i-...al%—i-aof:o

dove la soluzione cercata f ¢ una funzione a priori complessa della variabi-
le reale x, mentre gli o; sono, in generale, numeri complessi ed ¢ noto che
I'insieme delle soluzioni costituisce uno spazio vettoriale (per la definizione,
vedi oltre) sul corpo complesso di dimensione n.

Introduciamo adesso 'operatore differenziale D = %, per cui potremo ri-
scrivere ’equazione di cui sopra nella forma operatoriale seguente

(an D"+ ...+ 1D+ ap) f=0

Introduciamo adesso 'insieme D degli operatori differenziali di ordine qual-
siasi

D={apD"+ ...+ 1D + ap; «; € C; nqualsiasi}



1.2. ANELLI 13

Risulta evidente come questo insieme sia un gruppo abeliano con la somma
e diventi un anello con il prodotto definito dall’applicazione in successione di
due suoi elementi. E’ facile convincersi che entrambe le operazioni seguono
esattamente le stesse regole che nel caso della somma e del prodotto fra
polinomi. Questo significa che i due anelli sono isomorfi? fra loro.

Possiamo allora concludere che, in termini delle radici del polinomio definito
dai coeflicienti «;, abbiamo che

0= (apD"+ ...+ a1D+ag) f=apn(D—X)™...(D—= )" f

Le soluzioni indipendenti sono tutte e sole quelle che soddisfano ’equazione
differenziale definita da un singolo fattore, ovvero che soddisfano ’equazione
tipica

(D-=XN"f=0

che sono le funzioni
f(2) = (ap + a1z + ...apm_12™ L)

dove gli a; sono costanti di integrazione.

2Con questo termine si intende che i due insiemi possono essere posti in corrispondenza
biunivoca e questa corrispondenza rispetta la struttura di anello di entrambi.
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1.3 Corpi e campi

Un anello in cui ogni elemento diverso dall’elemento identico per la somma,
ammetta inverso secondo 'operazione di prodotto, si chiama corpo.
Indicheremo genericamente con K un tale insieme.

Se anche il prodotto & commutativo, allora si parla pit propriamente di
campo.

Esempi di campo sono sia gli anelli dei numeri reali R come quello dei numeri
complessi C.

Esempio invece di corpo € quello dei quaternioni @, di cui una rappresenta-
zione é fatta dall’insieme delle matrici seguenti:

/8* a*

ovvero, in termini della matrice og = I e delle usuali matrici di Pauli

(0 ) e (0 ) e (L )

dalle matrici

q=< a —5 >; a,BeC (1.3.6)

g=apoo+iajoj; a, €R (1.3.8)

N

La struttura di corpo € necessaria per poter assicurare, in generale, di
poter risolvere la generica equazione di primo grado

ar+b=0, a,b,x e

nella incognita x. Data la struttura di gruppo abeliano con la somma
presente in KC, si ha infatti che

ar+b=0 & ar+b+(-b)=0-b & ar=-Db

Se a = 0, allora, poiché, qualunque possa essere il valore di x, & comunque
azr = 0, 'equazione ¢ una identita se anche b = 0 mentre ¢ impossibile (non
ha soluzioni) se b # 0. Se a # 0 allora, data la struttura di corpo, esiste un

elemento di IC, che indichiamo con a™!, tale che a~!a = 1. Dunque

ar=-b & alar=at(-b) & lz=z=—-a'b

che ¢ la soluzione cercata.
Si noti che se il corpo K non é commutativo (cioé non & un campo) allora la
soluzione delle equazioni

ar=b e za="b

possono essere differenti.
Nel seguito, salvo diverso avviso, assumeremo che il campo K coincida con
il campo reale R oppure con quello complesso C.
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1.4 Spazi vettoriali

Un gruppo abeliano V, con la somma come operazione di composizione inter-
na, costituisce uno spazio vettoriale su un campo X se € data un’operazione
di prodotto per scalari tale che, per ogni elemento del campo k € K e per
qualsiasi vettore v € V, ¢ definito in maniera univoca il vettore kv € V tale
che

Vke K,Vv,weV: k(v+w)=kv+kw

Un insieme di vettori {e;; i = 1,...,n} & detta una base dello spazio vettoriale
V se qualunque vettore v € V pud essere espresso come combinazione lineare
dei vettori e; in un unico modo. Questo ultimo aspetto esprime il fatto che
i vettori e; sono fra loro indipendenti ovvero tali che

Zaieizo & Viia; =0

essendo gli «; elementi del campo K.

Se troviamo una base dello spazio V che ¢é fatta da n elementi, qualunque
base di V sara comunque sempre fatta da n vettori e si dice che n é la di-
mensione dello spazio vettoriale dato.

Nel caso che occorra una infinitd numerabile di vettori per poter esprimere il
generico elemento di V, si parla di spazio di dimensione infinita, numerabile.
L’indipendenza dei vettori della base implica I'unicita della n-tupla dei coef-
ficienti che esprimono un vettore assegnato nella base data.

Siano ora date due basi {e;} e {f;} e si consideri il generico vettore v: per
definizione di base, abbiamo

v = a;e; = (3;f;

Chiediamoci adesso quale sia la relazione fra i coefficienti oy e i coefficienti
Bj, 1 quali esprimono lo stesso vettore v ma in due basi diverse.
Osserviamo che, poiché {e;} ¢ una base, sara altresi

fj = E Az-jei = Aijei
i
dove la matrice A;;, di dimensione n x n, ¢ univocamente definita. Dunque
v =ae; = fif; =P Ajje; = a; =45

dove abbiamo usato sia 'unicita della rappresentazione di un vettore in una
base assegnata come pure la convenzione della somma su indici ripetuti.
Ripetendo I'argomento per la base {f;} abbiamo che

e, = Bjifj = V= ﬁjfj = ;€; = 4 Bjifj = Bj = Bji (67

Le due relazioni trovate mostrano, in particolare, che le matrici A e B devono
poi essere una l'inversa dell’altra.



16 CAPITOLO 1. STRUTTURE MATEMATICHE DI INTERESSE

1.4.1 Operatori e funzionali lineari

Siano dati due spazi vettoriali V e W definiti sullo stesso campo K (reale o
complesso) e sia F' una funzione definita da V in W, dove non ¢ detto che il
dominio della funzione debba necessariamente coincidere con V né che V e
W debbano essere diversi.

La funzione F' viene detta operatore lineare se accade che

e il dominio della funzione F' ¢ un sottospazio vettoriale di V, eventual-
mente coincidente con V stesso;

e Vx,y e V,Va,B € K: Flax+ fy) = aF(x)+ fF(y) =aFx+ [ Fy

Quando la funzione F' ha valori in K, si parla di un funzionale e di un
funzionale lineare se F' soddisfa i requisiti degli operatori lineari di cui sopra.

Elenchiamo adesso, senza dimostrazione, alcune proprieta importanti
degli operatori lineari:

e un operatore lineare manda il vettore nullo di V nell’elemento nullo di

wW;

e il nucleo (kernel) di un operatore lineare, cioé l'insieme dei vettori x
per i quali F'(x) = 0, & un sottospazio vettoriale di V;

e un operatore lineare ¢ invertibile se e solo se il suo nucleo ¢é fatto dallo
spazio vettoriale costituito dal solo vettore nullo.

Riguardo ai funzionali lineari e continui F' definiti sullo spazio V), essi
vengono anche indicati nel modo seguente

F(x) = (Fx)

Un funzionale molto particolare & certamente il funzionale nullo 0, caratte-
rizzato dal fatto che Yx € V: (0,x) =0 € K.

L’insieme dei funzionali lineari su V puod essere dotato della struttura
di spazio vettoriale sul campo X su cui & costituito V stesso, definendo
I'operazione di somma fra funzionali nel modo seguente?

(F +G.x) = (F.x) + (G.x) = F(x) + G(x)
e il prodotto di F' per gli elementi k del campo K nel modo seguente
(kF,x) = (F,kx) = F(kx)

Lo spazio vettoriale V* dei funzionali lineari su V & detto spazio duale
associato a V.

3Evidentemente I’identita per la somma ¢ proprio il funzionale 0 definito prima ...
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1.5 Algebre

Uno spazio vettoriale su un campo K costituisce un’algebra A sullo stesso
campo se ¢ definito in esso un prodotto fra i suoi elementi (vettori) che sia
distributivo rispetto alla somma, ovvero tale che

Vx,y,z € A: (x+y)z=xz+yz
x(y +2z) =xy + xz

per il quale accade che
Vk e K,Vx,y € A: (kx)y = x(ky) = k(xy)

Poiché A é uno spazio vettoriale su K, potremo fissare in essa una base
{e;} ed esprimere i suoi elementi attraverso di essa.
Siano x e y due generici elementi di A. Avremo dunque

X = aje; Y = fjej

Consideriamo ora il loro prodotto xy.
Esso & ancora, necessariamente, un elemento dell’algebra A, per cui potremo
certamente esprimerlo nella base data, ovvero potremo scrivere

Xy = Yk €k

D’altronde

xy = (a;€;)(B; ;) = o B (e; €))
Ma anche il prodotto e; e; sara un vettore di A, dunque di nuovo esprimibile
come combinazione lineare degli elementi della base data, ovvero

k — ik
e e = Z Ciier = Crrey,
k

I coefficienti ij sono detti coefficienti di struttura dell’algebra e dipendono
sia dall’algebra che dalla base scelta.

Essi consentono di determinare univocamente la n-tupla {v;} caratteristi-
ca dell’elemento dell’algebra xy attraverso le due n-tuple {a;} e {8;} che
definiscono x e y. Infatti

xy:’Ykek:aiBj(eiej):ai/BjCikjek = ’Yk:ijOéiﬁj

dove é sottintesa, al solito, la somma sugli indici ripetuti ¢ e j.

Algebre che abbiano gli stessi coefficienti di struttura in basi opportune,
si dicono fra loro isomorfe.
Si osservi che, in generale, per le algebre non é richiesto né che il prodotto
sia commutativo e nemmeno che sia associativo.
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Nel caso in cui il prodotto sia associativo, cioé se accade che
vx,y,z € A: x(yz) = (xy)z

I’algebra é detta associativa.
Nel caso in cui il prodotto sia commutativo, ovvero se

Vx,y € A:xy =yx

I'algebra é detta commutativa.

Alcune strutture algebriche particolarmente rilevanti per la Fisica sono
le seguenti:

e algebra di Lie
che ¢ definita dalle seguenti proprieta del prodotto:

VX, y € A:xy = —yx
Vx,y,z € A:x(yz) +y(zx) +z(xy) =0

Un’algebra di questo tipo ¢ quella costituita dallo spazio vettoriale dei
consueti vettori tridimensionali, con il prodotto vettoriale?;

e algebra di Clifford
Questa struttura ¢ definita nell’ambito di opportuni sottospazi dello
spazio vettoriale delle matrici quadrate n X n a valori, in generale,
complessi®.
Supponiamo che e, es,...,e,, sia una base del sottospazio vettoriale
considerato: questo sottospazio costituisce un’algebra di Clifford se
accade che

{ei,ej} = Gij -1

dove G & una matrice m X m invertibile, mentre I indica 'identita in
n dimensioni.

Il prodotto, in questo caso, é costituito dall’anticommutatore che, come
tale, é evidentemente commutativo, per cui 'algebra ¢ commutativa
(ma non associativa !).

4Ricordiamo che, per il prodotto vettoriale, accade appunto che
XAy =—-yAX
xAN(yANz)+yA(zAx)+zA(xAy)=0

e I'ultima relazione é nota anche come identita di Jacobs.
5La struttura di spazio vettoriale ¢ quella canonica, ovvero con la somma fra matrici
(gruppo) e con il prodotto della matrice per scalari complessi.
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1.6 Spazi topologici

Si dice che un insieme T possiede la struttura di spazio topologico se accade
che, per ogni suo punto x & assegnata una famiglia Z(z) di sottoinsiemi
(intorni) U(x)

Z(x) ={U(x) : U(z) CT; z € U(x)}
tale che

e ogni elemento x € 7 possiede almeno un intorno U (z);

e se U(z) e V(x) sono intorni dello stesso elemento x, allora anche la
loro intersezione U(z) NV (z) & un intorno di z;

e se U(x) & un intorno del punto x, allora esiste un intorno V' (z) tale per
cui U(x) ¢ intorno anche di tutti gli elementi di V(z);

e se x e y sono due elementi diversi di 7 allora esistono due intorni U ()
e V(z) che sono fra loro disgiunti

L’ultima proprieta pud essere o no presente: nel caso in cui sia verificata, si
parla di spazio topologico separabile o di Hausdorff.

Un punto z € T si dice aderente a un sottoinsieme S C T se accade che
ogni intorno U(z) del punto = contiene qualche punto dell’insieme S, ovvero
se

VU(z) € Z(x) : U(x)NS # 0

Naturalmente questa definizione implica che tutti i punti di S risultano essere
aderenti a S stesso.

Si dice che x & un punto di accumulazione per S se ogni intorno di z
contiene punti di S diversi da = stesso (si osservi che non ¢ richiesto che x
appartenga a S ...), ovvero se accade che

VU(xz) € Z(x) : U(x) NS # sia da O come da {x}

Si dice che z € § ¢ un punto isolato in S se non € un punto di accumu-
lazione per S, ovvero se esiste un intorno U(x) di x che non contiene altri
punti di § diversi da x, cioé se

W(x) €eZ(z) : U(z) NS = {z}

Le definizioni di punto di accumulazione e di punto isolato si applicano
anche nel caso in cui S = T.

Se succede che ogni punto dello spazio topologico ¢ isolato, allora lo spazio
topologico viene detto discreto.
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Un insieme & C T viene detto denso in T se accade che ogni punto di T
risulta aderente a S.

Con il simbolo S viene poi indicato I'insieme di tutti i punti aderenti a
S. L’insieme S viene chiamato chiusura di S stesso.
Chiaramente risulta che

SCS8
Inoltre accade che
0 =190
T-T
vScT (S)=S8

VS CT, VS CcT @ SUS =85 U8

Un insieme S si dice chiuso se esso coincide con la sua chiusura, ovvero
se accade che
S=S§

Questa proprieta € equivalente a quella di chiedere che S contenga tutti i
suoi punti di accumulazione.

Da quanto riportato sopra, risulta immediato che I'insieme vuoto @) e 'intero
spazio T sono entrambi chiusi. Si dimostra poi che

e l'unione di un numero finito® di insiemi chiusi ¢ chiusa;

e l'intersezione di una qualsiasi famiglia (finita o infinita) di insiemi chiusi
é chiusa

Un insieme S viene detto aperto se il suo complementare € chiuso.
Si osservi che "chiuso" e "aperto" non costituiscono uno la negazione dell’al-
tro. E’ evidente, per esempio, che, per le definizioni date, I'insieme vuoto ()
e l'intero spazio 7T risultano sia chiusi che aperti e possiamo trovare anche
insiemi che non sono né chiusi né aperti.

Si pud dimostrare che vale il teorema secondo cui un insieme S € aperto
se e solo se per ogni punto z € S, esiste un intorno di x che é contenuto in
S, ovvero se accade che

VeeS:Se€Z(x) & S aperto

6Questa proprieta non vale per 'unione di un numero infinito di insiemi chiusi.

Consideriamo infatti 'esempio seguente. Come vedremo, la topologia canonica definita
sulla retta reale prevede che gli intorni di un generico punto z debbano contenere il seg-
mento fatto dai punti y tali che |z — y| < § per qualche opportuno valore di § > 0. Se
prendiamo allora un segmento [a, b] comprendente i due estremi a < b, questo ¢ chiuso.
Consideriamo adesso 'unione dei segmenti [0,2 — 1/n] con n =1, 2, ....: questo insieme &
fatto, ovviamente, dai punti x tali che x > 0,z < 2 e il punto x = 2 ¢ di accumulazione
ma non appartiene all’insieme che, quindi non ¢é chiuso.
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Dato un insieme S, si dice che un punto x € S € interno a S se accade
che § contiene tutto un intorno di z, ovvero se S &, esso stesso, un intorno

o
di z. L’insieme dei punti interni di S viene indicato con S .

Un punto z € 7T viene detto esterno a S se risulta essere interno al
complementare di S stesso.

o]
Si dimostra facilmente che, qualunque sia S, 'insieme S € aperto.

Si chiama poi frontiera di S 'insieme dei punti di 7 che non sono né
interni né esterni a S, ovvero l'insieme dei punti aderenti tanto a S quanto
al suo complementare.

Riguardo poi alla famiglia degli intorni Z(z) del generico punto = € T,
viene detta base per Z(x) la sottofamiglia Z*(x) C Z(x) per la quale accade
che

VU (z) € Z(x),3V(x) € Z"(z) : V C U

Una base di intorni del generico punto x é quindi tale che per ogni intorno
U(z) si puo trovare un elemento V(x) della base che ¢ contenuto in U(x).
Due basi di intorni Z7(x) e Z5(x) del punto x sono equivalenti fra loro, nel
senso che definiscono la stessa topologia, se accade che

YVi(z) € Z{ (x), IVa(z) € Z5(x) : Va(x) C Vi(x)

YWa(z) € Z5(x), Vi () € Z{ (x) : Vi(z) C Va(x)
L’utilita del concetto di base di intorni sta nel fatto che gli aspetti topologici
piu rilevanti che abbiamo espresso in termini di intorni U possono equiva-

lentemente essere espressi in termini di elementi V' di una base di intorni.
Questo accade, per esempio, nel caso di

e punto aderente;

e punto di accumulazione;

punto isolato;

insieme chiuso;

e insieme aperto.
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La nozione di spazio topologico é fondamentale per poter definire, per
esempio, la continuita di una funzione in un punto, e quindi definire conse-
guentemente il limite, la derivata, etc. ...

Supponiamo infatti che 77 e T3 siano due spazi topologici e che F' sia una
funzione definita da 77 (o comunque da un intorno U(x) del punto x € Ty)
a valori in 75

s e S Fla)=yeTs

Si dice che la funzione F' ¢ continua nel punto z se, essendo F'(z) = y, accade
che

VU (z) € Z(z), 3V (y) € Z(y) : F~ ' (V(y)) C U(x)

dove con F~!(V(y)) indichiamo, al solito, la controimmagine, secondo la
funzione F', dell'intorno V(y) C 72 del punto y = F(z).

In altri termini, la funzione F' €& continua in x se, scelto comunque un
intorno U(z) del punto x, possiamo trovare un opportuno intorno V (y) del
punto y = F(z) la cui controimmagine F~*(V(y)) ¢ contenuta in U(z).

1.6.1 Spazi connessi

Abbiamo visto che in ogni spazio topologico 7T, I'insieme vuoto e 7 stesso
sono, allo stesso tempo, sia chiusi che aperti.

Uno spazio topologico viene detto sconnesso se esistono due suoi sottoin-
siemi propri 71 e 7T tali che

e 71 e T3 sono entrambi non vuoti;
e T1NT3 =0, mentre TUT =T,

e 71 e T sono entrambi aperti e quindi anche entrambi chiusi, essendo
complementari.

Uno spazio topologico viene detto connesso se non & sconnesso.

Se accade che, per ogni coppia di elementi x, y dello spazio topologico
T, si puod trovare una funzione continua f definita dal segmento reale [0, 1]
a valori in 7, per la quale accade che

allora lo spazio T viene detto connesso per archi.
Si puo dimostrare che la connessione per archi implica la connessione di cui
sopra, mentre il contrario non é assicurato.
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1.6.2 Spazi compatti

Iniziamo definendo la copertura di uno spazio topologico.
Dato uno spazio topologico 7, una sua copertura & una famiglia F di sue
parti tale che 'unione dei suoi membri coincide con 7T

{Vke}',Pk CTe U Pk:T}
keF

La copertura si dice
e finita se la famiglia F é finita,
e aperta se le parti P, C 7 sono aperte.

In generale, uno spazio topologico T viene detto compatto se & separato
(di Hausdorff) e da ogni sua copertura aperta si puo estrarre una copertura
finita.

Nel caso particolare in cui la topologia sia indotta da una metrica (vedi ol-
tre), si dimostra che questa definizione di spazio compatto equivale a quella
secondo cui da ogni successione di suoi punti si pud estrarre una successio-
ne parziale convergente. Questo implica anche che lo spazio sia chiuso e
completo (vedi).
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1.7 Spazi metrici

Un insieme M possiede la struttura di spazio metrico se & assegnata una
funzione distanza d sulle coppie ordinate (x,y) degli elementi di M che ha
valori reali e possiede le seguenti proprieta

Ve, y € M: d(xz,y) >0

Ve,y e M:d(z,y) =0 & z=y;
Vz,y € M: d(z,y) = d(y, z);

Va,y,z2 € M d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

L’ultima relazione & detta anche "diseguaglianza triangolare".

La presenza di una metrica in uno spazio M induce in esso, in modo
canonico, una topologia.
Sia dato, infatti, un punto z € M e sia § > 0 un qualsiasi numero reale po-
sitivo: definiamo la sfera S(x,d) come I'insieme dei punti di M che distano
dal punto x meno di 9, ovvero

S(z,0)={y:y e M;d(z,y) <}

Possiamo allora definire gli intorni del punto  come quei sottoinsiemi di M
che contengono una sfera S(z,d) per un valore opportuno di § > 0.

E’ facile dimostrare che questa definizione soddisfa le proprieta richieste agli
intorni per definire uno spazio topologico separabile e che I'insieme delle sfere
{S(x, ), > 0} costituisce una base di intorni del punto .

In termini di questa topologia indotta dalla metrica, la definizione di conti-
nuita nel punto zgp di una funzione reale a valori reali f(x) diventa sempli-
cemente la consueta condizione per cui

Ve > 0,36 >0: |z — x| <5 = |f(x) — fzo)| < e

1.7.1 Successione di Cauchy

Dato uno spazio metrico M in cui ¢ definita la distanza d, una successione
{ay} di elementi di M viene detta successione di Cauchy se accade che

Ve > 0,3n tale che Yng,np : ng > n,np > i = d(an,, an,) < €

1.7.2 Spazio metrico completo

Uno spazio metrico M & detto completo se tutte le successioni di Cauchy a
valori in esso sono convergenti a un suo elemento.
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1.7.3 Gli spazi R" (C")

Una importante classe di spazi metrici ¢ costituita dagli spazi R™ (C").

Si tratta degli spazi vettoriali costituiti dalle n-tuple di numeri reali (com-
plessi) (z1, x2,..., ©,) con la struttura di spazio vettoriale sul corpo reale
(complesso) conferitagli dalla somma cosi definita

X+ y = (3717 T2y eeny ‘Tn) + (y17 Y2, ..y yn) = (‘Tl + Y1, T2 + Y2, ..., Tn + yn)
e dal seguente prodotto per scalari reali (complessi) a
a(xy, x2, ..., Ty) = (ax1, a T2, ..., aTyp)

nei quali é introdotta la seguente distanza

d(x,y) =, /Z |z — yil?

che conferisce a R™ (C") la struttura metrica e quindi anche topologica.

1.7.4  Sottospazi convessi di R" (C")

Un sottospazio S di R™ (C") ¢ detto convesso se accade che, per ogni coppia
di suoi elementi s; e so, tutti i punti definiti dalla funzione lineare

s=s]+(s2—s1)t; tel0,1]

appartengono ancora a §; ovvero, in altri termini, il "segmento" di punti di
R™ (C™) avente per estremi s; e s & tutto contenuto in S.

Un sottospazio convesso ¢, evidentemente, anche connesso per archi e
dunque connesso.
Il viceversa non € vero: ¢é facile convincersi che esistono sottospazi di R” (C")
che sono connessi ma che non sono convessi.

1.7.5 Sottospazi compatti di R" (C")

Abbiamo gia visto qual &, in generale, la definizione di spazio compatto.
Nel caso di un sottospazio di R™ (C"), secondo la definizione esso risulta
compatto se e solo se ¢ chiuso (come richiesto dalla definizione generale) e
limitato, ovvero tale per cui si pud trovare una opportuna ipersfera centrata
sul vettore nullo e di raggio r € R opportuno, la quale contiene interamente
il sottospazio dato.
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1.8 Spazi di Banach

Supponiamo che in uno spazio vettoriale V definito sul campo complesso C
sia definita una funzione da V in R, che chiameremo norma e indicheremo
con || ||, tale che

Vv ev:|v| > 0;

v[[=0 & v=0

Vv e V,VA € C: [[Av]| = |[A[]]v]];
Vv, weV:|v+wl| <|v] +]|w]

e I'ultima proprieta della norma viene anche indicata con il nome di
disuguaglianza triangolare.
Usando la norma sopra definita, possiamo introdurre nello spazio ¥V una
distanza, ponendo
d(v,w) = [|[v —wl|

Chiaramente questa definizione di distanza gode della proprieta di essere
inwvariante per traslazioni, ovvero tale che

Vv,w,zeV:d(v,w)=d(v+z,w+z)
E’ facile constatare che la definizione garantisce che

Vv, weV : dv,w)>0; =0 & v=w;
Vv,weV : d(v,w)=d(w,vV) (1.8.9)

e si pud dimostrare” che la definizione di distanza, data sopra in termini
della norma, soddisfa anche la relazione per cui

Vv, w,zeV:d(v,w) <d(v, z)+d(z, w)

"Iniziamo, infatti, partendo dalla disuguaglianza triangolare, secondo la quale
W, w eV v+ wll < [Ivl|+ [Iwl
che, vista la definizione di distanza data, puo essere riscritta come
d(v+w,0) <d(v,0) +d(0,w)

D’altronde, per I'invarianza per traslazioni della distanza, se z ¢ un qualunque vettore di
V, risulta
d(v+w,0)=d(v+z,z—w)

Per I'invarianza per traslazioni e la simmetria della funzione distanza, si ha altresi che

d(v,0) = d(v+z,2)
d0,w) = d(w,0)=d(z,z—w)

che, per 'arbitrarieta di v, w, z, dimostra la disuguaglianza triangolare.
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Abbiamo quindi che uno spazio normato pud essere visto anche come
spazio metrico (mentre il viceversa non ¢ vero perché, in generale, in uno
spazio metrico non si pud necessariamente concludere che ||[Av|| = |Al[|v]]).

Uno spazio normato e completo viene detto spazio di Banach.

Se gli spazi V e W sono normati e hanno una dimensione finita, allora

qualunque operatore lineare dell’uno nell’altro & continuo®.

Se poi V ¢ uno spazio di Banach, si puo introdurre una norma canonica
nel suo duale V*, ponendo

F)x
1] sup I
xev [l

Si dimostra che, in questo caso, lo spazio V* non é fatto solo dal funzionale
nullo e che vale il seguente teorema (di Hahn-Banach): se V & uno spazio
di Banach e W & un suo sottospazio, allora se F' ¢ un funzionale lineare e
continuo su W, esiste una sua estensione lineare e continua a tutto lo spazio
V tale che

IEllw = [I1F[lv

8Nel caso di dimensione infinita esistono anche operatori lineari che non sono continui.
Si consideri, per esempio, lo spazio delle funzioni di variabile reale a valori reali che sono
derivabili e sono definite nel segmento reale chiuso [—1, 1].
Definiamo l'operatore lineare che associa alla generica funzione f la sua derivata D f
calcolata nel punto z = 1. Consideriamo la successione fr(x) = % Evidentemente
lim fn(z) =0

n— o0

mentre
lim Df,(1) =1%# D lim fn(z)
n— oo n— oo
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1.9 Spazi di Hilbert

Una struttura matematica molto importante per la Meccanica Quantistica é
quella dello spazio di Hilbert.

Uno spazio vettoriale H sul corpo complesso costituisce uno spazio di Hilbert
se in esso é definito un prodotto scalare che associa a ogni coppia ordinata
di vettori un numero complesso

Va,b e H: <a, b>cC
in modo che

Va,bc e H:<a,b+c>=<a,b>+<a,c>

Va,b e H:<a,b>=<b,a>"

VaeH:<a,a>>0; =0 <£a=0

Va,b e H,VAeC:<a, Ab>=X<a,b> =
= <la,b>=)\"<a,b>

Il prodotto scalare di cui sopra gode della seguente proprieta®, detta anche
disuguaglianza di Schwarz

Va,beH:|<a,b>?< <a,a><b,b>

9Per dimostrare la disuguaglianza di Schwarz, iniziamo osservando che se il prodotto
scalare fra i due vettori considerati < a, b >= 0, allora la disuguaglianza & certamente
vera.
Se < a, b ># 0, definiamo allora la seguente fase complessa «

<a, b>

o= T
| <a,b>|

Per la proprieta secondo cui Vv € H :< v, v > > 0, ecco che possiamo concludere che
<aa+tb,aa+tb> > 0

qualsiasi sia il coefficiente ¢ (reale o complesso).
Procediamo ora assumendo che t sia reale: risulta

0<l|a|*<a,a>+a"t<a,b>+at<b,a>+t><b b>
Ma « ¢ una fase, dunque |a|? = 1; inoltre, vista la sua definizione, risulta

a"<a,b> = adal<a b>|=|<a, b>]|
a<b,a> = [@"<ab>"=|<ab>|"=|<a, b>|

e dunque

0<<a,a>+2t|<a,b>|+t°<b,b>
Affinché questa disuguaglianza possa essere verificata per qualunque valore del parametro
reale t, essendo < b, b > > 0 (abbiamo gia escluso che < a, b >= 0 e dunque anche che
sia b = 0...), occorre che il discriminante dell’equazione di secondo grado sia non positivo,
ovvero

4<a,b>PP—-4<a,a><b,b>< 0

e dunque deve accadere, appunto, che | < a, b > |2 < <a,a><b,b>
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Attraverso il prodotto scalare avente le proprieta elencate sopra, possia-
mo definire una funzione dallo spazio ‘H a valori reali non negativi, nel modo
seguente

VacH:|la||=+/<a,a>
Questa funzione, che abbiamo indicato con il simbolo consueto della norma,

ha effettivamente le proprieta della norma.
Risulta infatti immediato che essa é tale che

V<aecH : |[[a]|>0; =0 & a=0
Vaec H,YA e C : ||Aa||=]A]||all (1.9.10)

e si pud dimostrare!® che la funzione sopra definita soddisfa anche la disu-
guaglianza triangolare, ovvero che essa é tale che

Va, b e : |la+b|| <|lal|+|[b]|

In questo modo, il prodotto scalare definito in H consente di dare ad H stesso
la struttura di spazio normato.
Si osservi che la norma definita sopra attraverso il prodotto scalare soddisfa
I'identita
lla+b|f* +[la = b||* =2 (|[a]|* + [[b]|*)

che ¢ nota come identita del parallelogramma (in geometria euclidea piana,
la somma dei quadrati sulle diagonali di un parallelogramma é uguale alle
somma dei quadrati costruiti sui lati).

Inoltre, se i vettori a e b sono ortogonali fra loro, ovvero se accade che
< a, b >= 0, allora vale per loro il teorema di Pitagora

[la+ bl = |[a|* +[[b]|?

0Tniziamo osservando che, qualunque siano i vettori a, b € H, risulta

<a+4+ba+b> = <aa>+<ab>+<b,a>+<b, b>=
= <a,a>+2Re<a,b>+<b,b>

D’altronde
2Re<a,b> < 2| <a,b>|

e, usando la disuguaglianza di Schwarz, abbiamo
|<a b>|<<a a>"*<b, b>"?
dunque, sostituendo, abbiamo
<a+b,at+b> < <aa>+2<a a>"’<b,b>"? 4 <b, b>= (\/<a,73>+ <b,b>)2
e quindi

vV<a+bat+b><./<a a>++y/<b,b>

ovvero, appunto, che
Va, b e :|la+b|| < |a]| + ||b]|
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Se lo spazio H é completo con la metrica definita dalla norma definita a
sua volta attraverso il prodotto scalare, allora lo spazio vettoriale H é detto
costituire uno spazio di Hilbert.

Uno spazio di Hilbert & detto poi separabile se ammette una base finita o
numerabile!!.

Vogliamo adesso mostrare come, in uno spazio di dimensione finita o
numerabile, sia sempre possibile definire una base fatta da vettori che hanno
norma unitaria e sono fra loro ortogonali, cioé una base ortonormale.
Supponiamo dunque che sia data una base g1, g2, .., 8n, ----

Iniziamo definendo il vettore e = % e sostituendo nella base di cui sopra al
vettore g il vettore ey, ovvero stabilendo cosi la nuova base ey, g9, ..., n, -...
Poniamo quindi

fo=gr—<e;,g>e

Poiché e; e go sono fra loro linearmente indipendenti dato che, per ipotesi,
lo erano g e go, evidentemente f5 # 0 e lo spazio lineare generato da e e
go coincide con quello generato da e; e fs, mentre, evidentemente, si ha che
< ey, fy >= 0. Definiamo allora il nuovo vettore e, = % e consideriamo
la nuova base dello spazio fatta dai vettori e1, eo, g3, ..., 8xn, ... in cui i primi
due sono ortogonali fra loro e hanno norma unitaria.

Occupiamoci adesso di g3 e poniamo

f3=g3—<ej,gz3>e—<ez g3>e

Di nuovo, poiché e, es e g3 sono linearmente indipendenti, f3 & diverso dal
vettore nullo ed é anche, evidentemente, ortogonale sia a e; che a es.

Se definiamo allora il nuovo vettore e3 = % ecco che i vettori e, e2, e3
sono ortogonali fra loro, hanno norma unitaria e generano lo stesso spazio
vettoriale dei vettori g1, go, g3 ...

Procedendo in questo modo, con questo processo di ortogonalizzazione (di
Gram-Schmidt), possiamo concludere che, data la base g1, g2,...,8n, -+,
sempre possibile ridefinire, a partire da questa, un’altra base la quale ¢
ortonormale.

o

HEsistono anche spazi di Hilbert non-separabili.
Si considerino, per esempio, le seguenti funzioni z — e'**, con s e z reali, e si introduca
fra queste funzioni, definite sull’asse reale, il seguente prodotto scalare

T
< e " >= lim L dx e . "
T—+o00 2T -T
Usando queste funzioni come base per la costruzione di uno spazio vettoriale sul corpo
complessso, con il prodotto scalare di cui sopra, ecco che esse risultano tutte ortogonali
(ortonormali) fra loro e sono, evidentemente, non-numerabili.
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1.9.1 Operatori lineari

Una classe importante di funzioni definite dallo spazio di Hilbert H in sé &
costituita dagli operatori lineari L i quali, secondo la definizione generale,
sono tali per cui

VWweH : L(v)=LveH,
Vw,weH : L(v+w)=Lv+ Lw;
VWweHVAeC : L(Av)=A:Lv
Supponiamo che lo spazio H sia separabile e che ey, ..., e,, ... sia una sua

base ortonormale. Ogni vettore v di H sarad univocamente individuato da
opportuni coefficienti 7; tali che!?

V="7i€; 7Y =<6€,V>
Quanto all’azione dell’operatore lineare L sul vettore v, avremo
Lv = L(’yiei) =% Lei

Ma Le; ¢ un vettore di H e dunque sara esso stesso esprimibile in termini
dei vettori della base data, per cui avremo

Lei = Lj'i €;

dove abbiamo indicato con L;; gli elementi di una opportuna matrice (di
dimensione eventualmente infinita ...) costituita da coefficienti complessi.
Abbiamo cosi

Lv =i Le; = vi Ljiej = (Ljivi)e;

e dunque le componenti del vettore Lv nella base assegnata sono date sem-
plicemente da
< €y, Lv >= Lji’Yi

Si dimostra che un operatore lineare € invertibile se e solo se accade che

Iv=0 & v=0

0, in termini della matrice Lj;, se essa ¢ invertibile, cio¢ se esiste una matrice
-1
L ik tale che
-1 _

La matrice Lfkl risulta essere la matrice associata all’operatore L™!, inverso
dell’operatore L dato.

12E implicita la somma sugli indici ripetuti.
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1.9.2 Operatori aggiunti

Supponiamo che lo spazio H sia separabile e che eq, ...,e,,... sia una sua
base ortonormale. Sia dato l'operatore lineare L. Si definisce l'operatore a
esso aggiunto LT come quell’operatore lineare tale che

VwaweH: <v,L'w>=<Lv,w>
Questa definizione, applicata ai vettori della base ortonormale, fornisce

< ey, LTej >=< Le;, e; >=< Lkiek,ej >= L;i = L;;

dove abbiamo indicato con LT la matrice hermitiana coniugata della matrice
L, ovvero la matrice LT = (L*)*.
Possiamo concludere dunque che

LTe]' = ijel

La matrice che descrive I'operatore aggiunto L' nella base ortonormale dove
L ¢ descritto dalla matrice L;; risulta essere quindi la matrice hermitiana
coniugata di questa, cioe L;;

Si parla di operatori autoaggiunti se accade che L = L, nel qual ca-
so le matrici che descrivono i due operatori (una la hermitiana coniugata
dell’altra) coincidono. Per questo genere di operatori accade evidentemente
che

<V, Liw >=< v, Lw >=< Lv,w >

che, nel caso in cui v = w, stabilisce altresi che
<v,L'v>=<v,Lv>=<Lv,v >R

1.9.3 Operatori unitari

Un operatore lineare e invertibile U definito da uno spazio di Hilbert H in
sé viene detto unitario se accade che

Ut=u"!
Per questo genere di operatori accade quindi che

Vv,weH :<Uv, Uw >=<v,UlUw >=< v, U lUw >=< v, w >
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1.9.4 Operatori antilineari
Una applicazione A dallo spazio di Hilbert H in sé tale che

VWwweH : Alv+w)=Av+ Aw
VwveHVAeC : A(\V) =NV

viene detta antilineare.

1.9.5 Operatori aggiunti di operatori antilineari

Anche nel caso di un operatore antilineare A & possibile definire ’aggiunto
At ponendo
Vv,weH < v, Alw >=< Av, w >*

Si osservi che la definizione data sopra ¢ l'unica coerente con il caratte-
re antilineare dell’operatore, infatti, dalla definizione del prodotto scalare
abbiamo

<Av, Atw >= 1" < v, Alw >

e, dalla definizione di operatore aggiunto, coerentemente, si ha

<A, ATw> = <AONW),w > =< NAv,w > = (A < Av,w >)" =\ < Av,w >*=
= N<v,Alw>

Un operatore antilineare A che coincide con il proprio aggiunto A! viene
detto autoaggiunto. Per questa classe di operatori risulta

Vv, w e H < v,Aw >=< v, Alw >=< Av,w >*
Nel caso in cui v e w coincidano, abbiamo adesso che
Vv eH < v, Av >=< v, Alv >=< Av,v >*=< v, Av >

ovvero, a differenza di quanto accadeva per gli operatori lineari e autoag-
giunti, questo non implica alcuna condizione sulla quantita < v, Av >.
1.9.6 Operatori antiunitari

Un operatore antilineare invertibile A da uno spazio di Hibert H in sé, per

il quale accada che
At =471

viene detto antiunitario. Gli operatore antiunitari sono tali per cui

Vv, w e H < Av, Aw >=< v, ATAw >*=< v, A7 Aw >*=< v, w >*
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Capitolo 2

Approfondimenti di Teoria dei
Gruppi

2.1 Generalita

Supponiamo che G sia un gruppo e che H sia un suo sottogruppo.
Possiamo definire, per ogni elemento g € G, la classe laterale sinistra (destra)
[gH] ([Hg]) fatta dall’insieme di tutti gli elementi gh (hg), al variare di A in
H, cioe

Vg € G: [¢gH] = {gh,h € H} (2.1.1)

Si tratta di classi disgiunte, ovvero se [g1H] e [goH] hanno un elemento g in
comune, allora le due classi coincidono, infatti

35:5=g1h1 = g2ha = g5 'g1 = hehi' =h € H=3h c H: g = goh (2.1.2)
e dunque
[91H] = [gohH] = [g2H] (2.1.3)

Nel caso in cui il sottogruppo H sia invariante, evidentemente! le classi sini-
stre e destre, individuate da uno stesso elemento g € G, coincidono fra loro,
ovvero accade che

Vg € G : [¢gH] = [Hg] (2.1.4)

In questo caso, 'insieme delle classi puod essere dotato della struttura di
gruppo attraverso la seguente definizione di prodotto:

[91H][g2H] = [g192H] (2.1.5)

!Consideriamo infatti il generico elemento gh di [gH]. Essendo H un sottogruppo
invariante, accade che esiste un opportuno h tale che ghg™! = he dunque si ha che
gh = hg, la quale mostra come 'elemento gh € [gH] & anche elemento di [Hg]. Poiché vale
anche il viceversa, questo prova appunto che le due classi laterali [gH] e [Hg] coincidono.

35
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Con questa definizione di prodotto fra classi, I’elemento neutro risulta essere
[H] stesso, mentre I'inverso dell’elemento [gH] ¢ evidentemente [¢~'H].

Il gruppo fatto dalle classi laterali é il gruppo quoziente fra G e il suo
sottogruppo invariante H:

G/H = {[gH] = [Hg]} (2.1.6)

Dati adesso due gruppi G, e Gy e una applicazione F' dal primo nel
secondo

F:G, — Gy (217)

questa viene chiamata omomorfismo se rispetta la struttura gruppale di
entrambi, cioé se accade che

Vg1, 92 € Go : F(g192) = F(91)F(g2) (2.1.8)
In questo caso, é immediato che

e l'immagine dell’elemento neutro e, di G, é I’elemento neutro e di Gy,
infatti ponendo g; = e, nella relazione (2.1.8), abbiamo evidentemente
che

VgeGa : Fleag) = F(g) = F(ea)F(g)
= F(9)(F(9))™" = Flea) = ey = F(ea) (2.1.9)

e dato un qualunque elemento g, € G,, risulta

F(g,") = (F(ga)™" (2.1.10)
infatti, per quanto visto sopra
Vge G, : F (gg_l) = F(eq) = ey (2.1.11)

e d’altronde, essendo F' un omomorfismo, si ha?
ev=F(gg97")=F(9)F(g") = (F(g9)) ' =F(¢") (21.12)

L’omomorfismo pud non essere iniettivo, nel qual caso esso non ¢é inverti-
bile: in ogni caso la controimmagine dell’identita e, di Gy, cioé il kernel (nu-
cleo) K dell’lomomorfismo, & un sottogruppo?® di G, infatti dalla definizione
abbiamo che

K={FYe)} CGo & K={k €G,: F(k;) = ey} (2.1.13)

2Si osservi che la (2.1.12) non stabilisce nulla quanto alla funzione inversa (che potrebbe
anche non esistere se F' non ¢ iniettiva), ma solo che, qualunque sia g € G, I’elemento
inverso secondo la legge di moltiplicazione in Gy di F(g) coincide con il valore assunto
dall’omomorfismo F su g~ 1.

3Evidentemente, nel caso di un omomorfismo iniettivo, questo sottogruppo & fatto solo
dall’elemento identico ...
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e risulta
Vki, ko € K: F(kiky ') = epey ' = ey = kika € K (2.1.14)
Il kernel K & un sottogruppo invariante, infatti

Vg€ Gy, VkeK: F (gkgil) = F(g)F(k:)F(gil) =
= F(g9)er(F(g9)) ' =ep = gkg ' €K (2.1.15)

dunque se G, € semplice, i suoi omomorfismi sono sempre e solo iniettivi.

L’omomorfismo pud non essere suriettivo: in ogni caso 'immagine I del
gruppo G, secondo I'omomorfismo F' é un sottogruppo di Gy, infatti se
i1 = F(g1) e i2 = F(g2) sono due elementi di I, allora anche il loro prodotto
sta in I poiché

iy = F(g1) Fg5") = Fg195 ")

e dunque esiste un elemento di G, di cui #1245 g immagine secondo F'.

Nel caso in cui 'omomorfismo sia biiettivo (iniettivo e suriettivo), si parla
di isomorfismo. Se poi G, = Gy allora invece che di omomorfismo si parla
di endomorfismo e invece di isomorfismo si parla di automorfismo.

Dato un qualunque omomorfismo F', esso definisce in modo naturale un
isomorfismo fra il gruppo quoziente G, /K e il gruppo I, immagine di G,.
Per esempio, 'insieme delle matrici nxn invertibili a valori complessi GL,,(C)
con l'usuale prodotto fra matrici (righe per colonne) costituiscono il gruppo
generale lineare di ordine n sul corpo complesso e I'applicazione

Det : M € GL,(C) — det(M) € C (2.1.16)

¢ un omomorfismo nel gruppo (con il prodotto) dei numeri complessi privati
dello zero. Esso é ovviamente suriettivo ma non iniettivo e il kernel é fatto
dalle matrici con determinante 41, mentre le classi lateriali sono gli insiemi
di matrici con lo stesso valore del determinante.
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2.2 Rappresentazioni

Un caso particolarmente importante di omomorfismo ¢ quello che va sotto il
nome di "rappresentazione” di un gruppo.

Con questo nome si indica un omomorfismo a valori nel gruppo degli
operatori lineari e invertibili agenti sugli elementi (vettori) di un opportuno
spazio vettoriale V sul corpo reale o complesso, fra i quali 'operazione di
composizione interna & il prodotto ordinario fra operatori, ovvero la loro
applicazione in successione.

Questo gruppo di operatori va sotto il nome di gruppo generale lineare su V
e viene indicato con il simbolo GL(V).
Una rappresentazione, dunque, ¢ un omomorfismo

T:G— GL(V) (2.2.17)

Se poi V é uno spazio di Hilbert e 'omomorfismo ha valori nel sottogruppo
degli operatori unitari, allora la rappresentazione viene detta unitaria.
Infine, se I'omomorfismo ¢ iniettivo, si parla di rappresentazione fedele.

Nel caso di spazi vettoriali di dimensione finita e dunque, fissata una
base, isomorfi a R™ o C™, la rappresentazione puo, equivalentemente, essere
vista a valori nel gruppo delle matrici invertibili n x n a coefficienti reali
o complessi GL(R™) o GL(C™). Evidentemente il generico elemento del
gruppo g € G associato alla trasformazione lineare T'(g), sara associato a
una matrice M(g) che dipende dalla base scelta in V. Se U ¢ la matrice
che descrive il cambiamento di base € = U e, la matrice M'(g), che esprime
la stessa trasformazione T'(g) nella nuova base € sard comunque legata alla
matrice M(g) dalla relazione

M'(g)=UM(g)U™" (2.2.18)
e per questo, M ed M vengono dette rappresentazioni equivalenti e la
relazione (2.2.18) & detta di verosimiglianza.

In generale, due rappresentazioni T' e T’ "in GL(V) sono dette equivalenti
quando esiste un operatore U € GL(V) per cui

VgeG:T (9)=UT(g)U! (2.2.19)

Data una rappresentazione M(g) di un gruppo G a valori in GL(C"),
possiamo definire tre altre rappresentazioni canonicamente individuate at-
traverso la rappresentazione data, ovvero

e la rappresentazione complessa coniugata

VgeG:g— (M(g)* (2.2.20)

e la rappresentazione trasposta-inversa

t

VgeG:g— (M(g™h) (2.2.21)
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e la rappresentazione hermitiana-inversa
VgeG:g— (M(g™h) (2.2.22)

Chiaramente, nel caso in cui lo spazio V sia sul corpo reale e dunque
la rappresentazione sia in realta in GL(R"™), la rappresentazione complessa
coniugata coincide* con quella di partenza, come pure, nel caso di una rappre-
sentazione sul gruppo delle matrici ortogonali, la rappresentazione trasposta-
inversa coincide con quella data e, nel caso di una rappresentazione unitaria,
¢ la rappresentazione hermitiana-inversa a coincidere con quella di partenza.
In generale, perd, queste rappresentazioni possono non essere nemmeno equi-
valenti fra loro !

Vediamo un esempio.

Chiaramente i numeri complessi C costituiscono un gruppo con l'usuale ope-
razione di somma.
Consideriamo ora il gruppo delle matrici 2 x 2 cosi fatte

<éi> zeC (2.2.23)

Esse hanno determinante pari all’'unita e costituiscono un gruppo Gs con
I’'usuale moltiplicazione fra matrici, infatti

(é%i>(é%f>:<é,ni@> (2.2.24)

RC%G%WEQF@:<12> (2.2.25)

La funzione

01

é una rappresentazione fedele del gruppo dei numeri complessi con la somma,
a valori nel sottogruppo Go definito sopra.

E’ facile convincersi che essa non € equivalente né alla rappresentazione com-
plessa coniugata né a quella hermitiana-inversa, mentre, attraverso la matrice
. 0 1 . . o s . .
109 = ( 10 ) (02 matrice di Pauli) ¢ equivalente alla rappresentazione
trasposta-inversa.

Un sottospazio lineare YW di V ¢ detto invariante sotto una rappresenta-
zione T' di un gruppo G se accade che

VgeG:T(gW=W (2.2.26)

4Come vedremo in seguito, puo accadere, come nel caso di SU (2), che le due
rappresentazioni, pur non coincidendo, siano perd equivalenti tra loro.
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ovvero W ¢ invariante quando accade che tutte le trasformazioni lineari T'(g)
mandano W in sé. In altri termini, se P & l'operatore di proiezione da V
in W, allora affinché W sia invariante sotto 7'(g) deve accadere (condizione
necessaria e sufficiente) che, come operatori da V in sé, sia

Vg€ G:PT(g) P =T(g) P (2.2.27)

Chiaramente, data la definizione di cui sopra, esistono due sottospazi
invarianti banali, i.e.

W=V, W={Q} (2.2.28)

dove €2 & I’elemento identico in V), cioé il vettore nullo.

Una rappresentazione 1" di un gruppo G a valori nel gruppo degli opera-
tori lineari invertibili agenti in uno spazio vettoriale V é detta ¢rriducibile se
non ammette sottospazi invarianti non banali. Se una rappresentazione non
soddisfa questo criterio, allora essa ¢ detta riducibile.

Nell’esempio considerato prima, dove lo spazio lineare V é evidentemente
C?, chiaramente il sottospazio lineare unidimensionale generato dal vettore

0

Una rappresentazione € detta completamente riducibile se lo spazio li-
neare V in cui agiscono gli operatori a essa associati puo essere decomposto
in somma diretta di sottospazi invarianti, in ciascuno dei quali la restrizione
della rappresentazione T é irriducibile. Nell’esempio sopra riportato, questo
non & possibile perché la rappresentazione data non ammette alcun altro
sottospazio invariante oltre quello indicato, a parte quelli banali.

1 . . . . o
< > ¢ invariante® sotto la rappresentazione data e dunque essa ¢ riducibile.

Una rappresentazione irriducibile é tale per cui, preso un qualunque vet-
tore non nullo dello spazio lineare V), applicando a esso gli operatori lineari
T(g), si genera un insieme di vettori con i quali & possibile esprimere un
qualsiasi vettore di V.

Nel caso di gruppi finiti, cioé costituiti da un numero finito di ele-
menti, si pud dimostrare che ogni rappresentazione ¢ equivalente a una
rappresentazione unitaria.

Nel caso di rappresentazioni unitarie, particolarmente importanti in Fisi-
ca perché traducono 'azione delle trasformazioni di simmetria nello spazio di
Hilbert dei vettori di stato, indipendentemente dalla cardinalita del gruppo,
le rappresentazioni sono comunque irriducibili o completamente riducibili.

5E’ immediato osservare che il proiettore sullo spazio unidimensionale indicato ¢

P= ( (1) 8 ) (2.2.29)

e che, data la (2.2.25) e la (2.2.29), vale la (2.2.27).
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Infatti se T' é riducibile, allora esiste per ipotesi un proiettore non banale P
per il quale
PT(g)P=T(g) P (2.2.30)
Prendendo allora ’aggiunto e ricordando che PT = P, abbiamo
P (T(g))" P =P (T(9))' (2.2.31)
ma essendo T unitaria
(T(@)' = (T(9) ' =T(g™") (2.2.32)

e siccome, al variare di g in G, g~! puod assumere un qualunque valore in G,
possiamo concludere che, nel caso di rappresentazioni unitarie, deve essere
altresi che

PT(9) P =PT(g) (2.2.33)

e dunque, per la (2.2.30) e la ((2.2.33)), avremo che

(1-P)T(g)(1-P) = T(9)(1-P)— (g) (1- )
= T(9)-T(9)P—PT(g)+ ()P=
= T(9)-T(9P—-PT(g)P+PT(g) P =
= T(9)-T(9P=T(g)(1 - ) (2.2.34)

e questo dimostra che anche il proiettore (1 — P) seleziona un sottospa-
zio invariante, che & ovviamente complementare a quello di partenza. Cosi
procedendo, si dimostra la completa riducibilita della rappresentazione data.

La rilevanza delle rappresentazioni irriducibili sta in una loro proprieta,
nota come Lemma di Schur. Questo lemma afferma che se T'(g) ¢ una rap-
presentazione irriducibile di un gruppo, se A & un operatore che commuta
con tutti gli operatori T'(g), allora A & multiplo dell’identita, ovvero

VgeG:T(g)A=AT(g) = Ax 1 (2.2.35)

La dimostrazione si basa sul fatto che A ammettera® almeno un autovalore
A e dunque un sottospazio lineare Uy non banale fatto di autovettori a esso
corrispondenti, per il quale, quindi

welye Aw = A\w (2.2.36)
Accade dunque che, se A commuta con tutti i T'(g), allora

Vw e Uy: AT(g)w =T(g9) Aw = AT (g) w (2.2.37)

acile vedere che, siccome ogni matrice ammette almeno un autovalore e quindi
SE’ facile ved he, t tte al toval d
almeno un autovettore, questo ¢ vero in dimensione finita.

Resta vero anche nel caso di dimensione infinita, almeno se A ¢ autoaggiunto.
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e dunque T'(g) w & ancora autovettore di A per 'autovalore A, ovvero T'(g) w €
U). Ne segue quindi che U, é invariante sotto T e dunque, non potendo coin-
cidere, per la sua stessa definizione, con il sottospazio fatto dal solo vettore
nullo, occorre, per I'ipotesi che T' ¢ irriducibile, che esso coincida con I'intero
spazio lineare, da cui A = A 1.
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2.3 Gruppi di Lie

Un gruppo G é un gruppo di Lie quando

e possiede una struttura topologica, per cui la moltiplicazione é una
funzione continua;

e ¢ parametrizzabile attraverso n variabili” reali indipendenti x = (1, ..., z,,)
appartenenti a un opportuno sottoinsieme S di R™, cioé

Vg € G,3Ax = (21,...,2,) €S : g = g(x) (2.3.38)
e La parametrizzazione ¢ analitica®, ovvero, posto

9x)g(y)=9(F(xy); (9x)" =g(f(x) (2.3.39)

le due funzioni F' e f sono analitiche.

Figura 2.1: Marius Sophus Lie (1842-1899)

Dato un gruppo di Lie, una applicazione analitica x(¢) da un segmento
di R nel dominio § dei parametri, induce in modo naturale un cammino in
G nel modo seguente

t— g(x(t)) = g(t) (2.3.40)
"n & detta dimensione del gruppo.
8Con questo termine intendiamo dire che la funzione ¢ infinitamente differenziabile.
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Due elementi g; e g2 di G si dicono connessi se si pud trovare un
cammino che li unisce.

Se tutte le coppie di elementi di G sono connesse, allora il gruppo si
dice a sua volta connesso. Questo significa che, dati comunque due
elementi del gruppo, si puo passare con continuita dall’uno all’altro.

Se consideriamo tutti i cammini chiusi all’interno del gruppo G, puo
succedere che, dato comunque uno di questi, esso possa essere ri-
dotto con continuitda a un punto. In questo caso il gruppo é detto
semplicemente connesso.

Se si considerano tutti i cammini chiusi in G, si puo introdurre in que-
sto insieme una relazione di equivalenza per cui due cammini risultano
equivalenti se sono deformabili in modo continuo uno nell’altro: il nu-
mero delle classi di equivalenza in cui I'insieme si decompone ¢ detta
la connettivita del gruppo®.

Un gruppo G & semplicemente connesso se esso ha connettivita pari a 1.

2.4 Algebre di Lie

Uno strumento fondamentale per trattare le proprieta dei gruppi di Lie ¢
quello delle algebre di Lie.

Iniziamo dalla loro definizione: un’algebra di Lie A é uno spazio vettoriale
sul corpo reale di dimensione finita, nel quale é definita una operazione di
composizione interna

Vx,ye A: [x,yl€ A (2.4.41)

che si chiama appunto prodotto di Lie, la quale gode delle seguenti proprieta:

e ¢ antisimmetrica

Vx,y € A: [x,y] = -y, X] (2.4.42)

e ¢ lineare

Vx,y,z € AVa, B € R: [x,ay + fz] = a[x,y] + B[x, 2] (2.4.43)

e soddisfa l'identita di Jacobi, ovvero accade che

Vx,y,z € A:[x, [y, z]] + |y, [z, x]] + [z, [x,y]] =0 (2.4.44)

9Come avremo modo di vedere, il gruppo SO(3) delle rotazioni in tre dimensioni, fatto

dalle matrici reali e ortogonali 3 x 3, ha connettivitd 2 (come tutti i gruppi SO(n) con
n > 2) e quindi non ¢ semplicemente connesso, come accade invece per SU(2) e tutti i
gruppi SU(n).
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Precisiamo prima di proseguire che, anche se il simbolo [,] ¢ effettivamente
preso a prestito dal caso in cui lo spazio lineare A é fatto da matrici quadrate
e il prodotto di Lie é il commutatore, in questo contesto esso indica solo una
operazione di composizione interna'® nello spazio vettoriale A che gode delle
proprieta di cui alle (2.4.42), (2.4.43) e (2.4.44).

Poiché A é uno spazio lineare di dimensione finita, esso ammettera una
base fatta da un numero finito n di suoi elementi. Sia dunque A, ..., A,
una base in A. Essendo il prodotto'! di Lie una operazione di composizione
interna, il prodotto [A;, A;] sara ancora un elemento di A e dunque, per
definizione di base, avremo

I coefficienti CZ? giocano evidentemente un ruolo estremamente importante
nel definire le caratteristiche dell’algebra di Lie data e si dicono per questo
costanti di struttura. Fissata un’algebra A, la forma esplicita delle costanti
di struttura é comunque legata alla base scelta; infatti se

A =My Ay A= (M) Ag (2.4.46)
ecco che avremo

(A, Ag) = Cf, A, = My My;[A;, Aj) =

My Mg;Cl Ay = C2 MMy (M ™)y Ay =

= Cf, = CJ My Myj (M ™" )y (2.4.47)

Due algebre di Lie si dicono isomorfe se, in opportune basi, le costanti di
struttura dell’una coincidono con quelle dell’altra.

Le costanti di struttura, per il fatto che il prodotto [,] presente nell’al-
gebra di Lie é antisimmetrico, godono evidentemente della proprieta per
cui

o =—on (2.4.48)

Inoltre, data 'identita di Jacobi per cui

[Ai, [Aj, AR]] + [A), [Ag, Ail] + [Ag, [Ai, Aj]] = 0 (2.4.49)
abbiamo che, fissati comunque i, j, k ed s, risulta
0 = CjAi, Am] + Ol A7, A + O [Ag, Ap] =
= ChCiAs + CpiChLAs + C O As =
= CpCin + CpiCln + Cif Gy =0 (2.4.50)

10Per esempio, lo spazio dei consueti vettori in tre dimensioni & evidentemente un’algebra
di Lie con il prodotto vettoriale.

1Nel caso di algebre di Lie costituite da matrici quadrate, se non diversamente speci-
ficato, si intendera comunque sempre che il prodotto di Lie sia effettivamente I'ordinario
commutatore.
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dove I'ultima implicazione ¢ legata al fatto che gli As costituiscono una base
e dunque sono indipendenti fra loro.

2.5 Algebre e gruppi di Lie

Veniamo adesso a studiare il legame esistente fra le algebre di Lie e i gruppi.
Per fare questo, non consideremo il caso astratto studiato da Lie, bensi
quello in cui é data una rappresentazione fedele dell’algebra astratta, a valori
nell’insieme M (p) fatto dalle matrici p X p in generale complesse, dove sono
definite nel modo consueto le operazioni di somma e prodotto fra matrici. Nel
seguito confonderemo questa rappresentazione dell’algebra A con A stessa.
Iniziamo dunque osservando che a ogni matrice A € M(p) potra essere
associata una norma ||A|| in modo canonico attraverso la relazione

p
1Al = | D 1432 (2.5.51)

ij=1

In questa norma, la serie esponenziale cosi definital? in termini di A

[e.9]

1 1 1
A _ 2 m — m
e“f=1+A+ —2!A + ...—m!A +..= E 1 m!A (2.5.52)
m=

risulta assolutamente convergente nello spazio vettoriale M(p), reso metrico
attraverso la (2.5.51), per cui possiamo concludere che ¢ ben definita la
corrispondenza seguente

exp: A— M(p):VAec A: A— et (2.5.53)

Vogliamo adesso dimostrare che 'insieme & di tutte le matrici e? con

A € A costituisce un sottogruppo di GL,(C).

12Una proprieta importante della forma esponenziale e ¢ quella per cui
Det(e?) = ™™

e dunque le matrici e”* hanno comunque determinante non nullo e quindi sono certamente
invertibili, ovvero sono elementi del gruppo GL,(C).

Questa proprieta é facile da dimostrare nel caso in cui A sia diagonalizzabile, ma ha
validita generale perché ogni matrice finita (lemma di Jordan) pud comunque essere posta
nella forma A = M T M~!, dove M & una opportuna matrice invertibile mentre T' & una
matrice triangolare, ovvero tale che T;; = 0 se ¢ > j. Le matrici triangolari godono della
proprieta per cui la loro forma é stabile sotto il prodotto e risulta che, fissato comunque un
indice 4, allora (T™):; = (T%)™, per cui la matrice e” ¢ triangolare e gli elementi sulla sua
diagonale principale sono ’esponenziale degli elementi presenti sulla diagonale principale
di T stessa, per cui

Det(eT) S0, Tit = ZiTi = (D) Tr(A)

Si noti in particolare che le matrici A con traccia nulla generano, per esponenziazione,
matrici con determinante unitario.
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Per fare questo occorre dimostrare che I'identita, il prodotto di due elementi
e l'inverso di ciascun elemento di &, appartiene a &£.

Iniziamo dall’identita. Evidentemente, essendo 0 I’elemento neutro per la
somma in A, dalla definizione (2.5.52) risulta che

=1 (2.5.54)

Veniamo ora al prodotto e4eB: qui ¢ necessario prima ricordare che, in

generale risulta
etel =e¢ (2.5.55)

dove la matrice C' ¢é definita attraverso le matrici A, B e una opportuna
iterazione dei loro commutatori.
Si dimostra infatti che la matrice C' ¢ data dalla formula!'? di Baker-
Campbell-Hausdorff (BCH), secondo cui
1 1
C=A+B+ i[A’ B] + D [A,[A, B]] — [B, A, B]]} + ... (2.5.59)
Poiché A, in quanto algebra di Lie con il commutatore come prodotto di Lie,
é chiusa sotto questa operazione di composizione interna, evidentemente, per
quanto sopra detto possiamo concludere che'#

VA, Be A:Cec A (2.5.60)

e dunque, vista la (2.5.55), & provato che I'insieme £ & chiuso sotto l'opera-
zione di prodotto.

Resta da dimostrare che per un qualunque A € A l'inverso di e ¢ anco-
ra l’esponenziale di un opportuno elemento dell’algebra A. Ma, per quanto
detto sopra, evidentemente

-1 _
VA€ A:(e?) =4 (2.5.61)
13La formula generale, nella versione di Dynkin, & la seguente:
C = Y CiAB) (2.5.56)
j=1
con
Ci(A,B) = ij (=" 3 L amBm.aAB) (2557)
IR o n grilsiliorplsy! o
n=1 ritsi+...+rntsn=j

avendo assunto che r; > 0, s; > 0, che Vi : (15, ;) # (0,0) e avendo posto

[AT B A" B = [A,[A, .|A,[B, [B..[B, ... |A,[A, .[A,[B,[B.[B]..]] (2.5.58)
"1 S1 Tn Sn

14Sarebbe necessario anche dimostrare che la serie (2.5.59) & convergente: a questo ci
hanno pensato BCH ....
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Dunque é provato cosi che, data un’algebra di Lie A di matrici quadrate di
ordine p, le matrici e costituiscono un gruppo (sottogruppo di G L,(C)) che
chiameremo G(.A).

Dalla definizione segue che il gruppo G(A) cosi individuato dall’algebra di
matrici A & un gruppo di Lie. Infatti, se A1, ..., A, ¢ una base in A, allora ogni
elemento A € A sara individuato da una opportina n-tupla x = (z1, ..., z,) €
R"™ per cui

n

A= a A (2.5.62)

=1

e accade allora che

(21, 0y ) — 734 = A (2.5.63)

¢ una parametrizzazione di G(A) che ¢é analitica e quindi G(.A) risulta essere
un gruppo di Lie.

Questo mostra come la rappresentazione di un’algebra di Lie con matrici
individui in modo canonico la rappresentazione di un gruppo di Lie an-
ch’esso di matrici, ottenuto attraverso ’esponenziazione degli elementi della
rappresentazione dell’algebra. Ma vale anche il viceversa, infatti se G é la
rappresentazione di un gruppo di Lie, questa definisce in modo naturale
la rappresentazione di un’algebra di Lie la quale, per esponenziazione, ri-
produce la rappresentazione del gruppo di partenza (almeno in un intorno
dell’identita).

Lie lo ha dimostrato in generale!®, per gruppi e algebre astratte, ma noi ci
limitiamo qui a considerare il caso in cui G‘(x) sia una parametrizzazione
di G a valori in GL,(C), fedele in un intorno dell’elemento neutro e € G,
il quale, senza perdita di generalita, possiamo immaginare sia ottenuto per
x = (21,...,2n) = 0 € R™, cosa che implica che lo spazio dei parametri sia
un opportuno intorno di 0 € R™. Poniamo dunque

Ay=— | k=1n (2.5.64)

Le matrici A costituiscono una base dello spazio vettoriale sul corpo reale,
tangente a G (x) per x = 0: la loro forma esplicita dipende dalla parametriz-
zazione scelta, mentre lo spazio tangente dipende unicamente dalla struttura
del gruppo G (intorno al suo elemento neutro ...).

Questo significa che, in un opportuno intorno dell’identita, potremo sempre
rappresentare il generico elemento del gruppo come

G(dx) =71 + Ak . daj‘k 4+ ... (2.5.65)

15T je ha provato che, in astratto, un gruppo di Lie definisce univocamente un’algebra
di Lie, ma il viceversa non é altrettanto vero. L’algebra definisce univocamente il gruppo
di ricoprimento universale (vedi oltre).
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Gli operatori Ay, € M(p) sono chiamati generatori del gruppo G o,

piu propriamente, essi costituiscono una rappresentazione dei generatori del
gruppo G.
Se vogliamo adesso passare a descrivere elementi del gruppo via via piu
distanti dall’identita, esiste a priori una enorme liberta di scelta della para-
metrizzazione di cui, quella data, & solo un esempio. In particolare possiamo
procedere in una direzione fissata dello spazio dei parametri, semplicemen-
te elevando a opportuna potenza l’elemento infinitesimo dato dalla (2.5.65)
troncata al primo ordine (il prodotto & una operazione di composizione inter-
na nel gruppo !). Questa possibilita suggerisce allora di definire la seguente
parametrizzazione esponenziale di G

: Aeze\" _ ax
G(x)= lim (I+ =e (2.5.66)

m—00 m

la quale, per come é definita, coincide con la parametrizzazione G in tutto
un intorno dell’identita, dove, appunto, le due parametrizzazioni conducono
agli stessi generatori.

Il punto importante é che lo spazio vettoriale n-dimensionale sul corpo rea-
le generato dagli Ay, con il prodotto di Lie del commutatore, costituisce
un’algebra di Lie chiusa. Per rendercene conto, consideriamo due generici
elementi dello spazio tangente

X =z Ag; Y =y A (2.5.67)
Per quanto detto, evidentemente se o é un generico numero reale, allora se
Gly) =e¥ifi =¥ (2.5.68)
anche
Glax) = @i di = X (2.5.69)
sono elementi del gruppo. Consideriamo allora la funzione
F(a) = e ¥ X 7V (2.5.70)

Evidentemente, qualunque sia a, F'(a)) ¢ un elemento del gruppo, essendo
prodotto di suoi elementi. Poiché F(0) = I, possiamo concludere che
)

dF
Flda) = I + da @ ¥ (2.5.71)
LT P
ovvero che dz&a) ’ ¢ necessariamente un elemento dello spazio tangente

=0
definito dai genera(tlori Ay. D’altronde, dalla definizione segue che

dF(«)

- =X - Xe ¥ (2.5.72)

=0
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e si puo dimostrare!® che

S=e"Xe ¥ =X +[V,X]+ %[Y, Y, X]]+... + %[Y, [Y,..[Y,X]]] +... (2.5.76)

per cui risulta che

He— {[y, X]4 ¥ [V X0 4 ot VY, Y X + } (2.5.77)

e il fatto che H debba appartenere allo spazio tangente implica necessaria-
mente, vista la forma generica di X e Y, che i commutatori dei generatori
riproducano combinazioni dei generatori stessi, ovvero che l'algebra di Lie
costruita con essi sia chiusa.

Abbiamo visto in questo modo lo stretto legame esistente fra rappresen-
tazioni di algebre di Lie e rappresentazioni di gruppi di Lie e viceversa.

A livello astratto, la teoria dei gruppi di Lie, con il teorema di Ado,
stabilisce poi che, a meno di isomorfismi, esiste un solo gruppo di Lie sempli-
cemente connesso avente un’algebra di Lie assegnata: questo gruppo € detto
il gruppo di Ticoprimento universale per quella data algebra. Per ogni altro
gruppo che possieda la stessa algebra, esiste un opportuno omomorfismo che
mappa il gruppo di ricoprimento universale nel gruppo dato e la dimensione
del kernel di questo omomorfismo é pari alla connettivita del gruppo dato.

Sempre a proposito di legami fra algebre e gruppi di Lie, osserviamo che
se un’algebra di Lie A ammette una sottoalgebral” propria (cio¢ non banale),
evidentemente questa genera per esponenziazione un sottogruppo proprio di

Definiamo infatti la funzione
XE=e " Xe ™ = X1)=S5 (2.5.73)
e sviluppiamola in serie di Taylor intorno a € = 0: essendo

% = [V, X (e)] (2.5.74)

ogni operazione di derivazione conduce a una espressione con un commutatore in pit, i.e.

d" X
de™

Quindi, dato che X(0) = X, essendo X(1) = S, lo sviluppo di Taylor conduce
immediatamente, per quanto detto sopra circa le derivate, alla (2.5.76)

17Questo accade se e solo se si pud trovare una base A1, ..., A, dell’algebra, tale che, per
un opportuno k < m, i commutatori fra gli elementi Aq, ..., Ay forniscono combinazioni
lineari solo degli elementi Aji,..., Ax. In termini delle costanti di struttura, questo si
esprime con la relazione

=Y, [Y,..[Y, X (¢)]]], doveleY sonon (2.5.75)

Vi,j <k,Vm>k:C; =0 (2.5.78)
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G(A) e viceversa, se un gruppo di Lie possiede un sottogruppo non bana-
le, allora i generatori di questo sottogruppo costituiscono una sottoalgebra
propria di quella del gruppo dato.

Una sottoalgebra propria viene poi detta invariante o un ¢deale quando
essa ¢ stabile sotto il prodotto di Lie con un altro qualunque elemento dell’al-
gebra stessa, ovvero quando si puo trovare una base Ay, ..., A, dell’algebra e
un opportuno k£ < n per cui

Vi <k,VYm>k:Ci =0 per ognij (2.5.79)

In questo caso, I'ideale genera, per esponenziazione, un sottogruppo invarian-
te (e viceversa). Supponiamo infatti che X sia un qualunque elemento della
sottoalgebra invariante, mentre Y sia un qualunque elemento dell’algebra da-
ta. Per ipotesi di sottoalgebra invariante, [X, Y] appartiene alla sottoalgebra
invariante. Consideriamo adesso gli elementi del gruppo h =eX e g = €.

Ricordiamo che se accade sempre e comunque che
ghgt=¢? (2.5.80)

dove Z é un opportuno elemento della sottoalgebra invariante, allora il sotto-

gruppo da essa generato ¢é invariante (la condizione é necessaria e sufficiente).
Ma

YeXeV =e X =2 dove Z=e Xe¥ (2.5.81)

D’altronde si é gia osservato che vale la (2.5.76) e quindi, per definizione di
sottoalgebra invariante, Z & un elemento della sottoalgebra stessa. Questo ci
consente di concludere quindi che il sottogruppo fatto dagli elementi ottenuti
per esponenziazione dei vettori della sottoalgebra invariante € un sottogruppo
invariante: il viceversa ¢ immediato.
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2.6 La rappresentazione aggiunta

Consideriamo adesso una particolare rappresentazione dell’algebra di Lie che
conduce alla definizione della rappresentazione aggiunta'® RA.

Sia dunque data un’algebra di Lie A di dimensione n e siano A; gli
elementi di una sua base. In termini delle costanti di struttura sappiamo
allora che

[Ai, Aj] = Cjf Am (2.6.82)
Definiamo quindi le seguenti n matrici reali n x n
(T3)jm = —C5 (2.6.83)
Dalla (2.4.50) abbiamo che
Tk Cim + Ci Cj + Cj Gy = 0 (2.6.84)

Ricordando la proprieta di antisimmetria delle costanti di struttura, per le
quali si ha che

cr=-CF, (2.6.85)
ne segue che possiamo riscrivere la (2.6.84) nel modo seguente
kG — Ciy Gy — G Cpy = 0 (2.6.86)
ovvero, in termini delle matrici T" sopra definite, abbiamo che
da cui, in termini matriciali e cambiando segno, si ha infine
T3, T;] = Cii T (2.6.88)

la quale mostra appunto come le matrici 7' definite dalla (2.6.83) costituisca-
no una rappresentazione dell’algebra di Lie data, a valori nello spazio delle
matrici reali di ordine n, dove n é la dimensione del gruppo G e quindi della
sua algebra di Lie A.

Si tratta della rappresentazione aggiunta.

8 Questa rappresentazione dell’algebra non da luogo, necessariamente, a una rappre-
sentazione del gruppo di ricoprimento universale (@, ovvero pud non dar luogo a una
rappresentazione fedele di G.

Dimostra, pero che ogni algebra di Lie possiede almeno una rappresentazione.
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Mediante queste matrici (7}) si puo introdurre una (pseudo)metrica nello
spazio vettoriale che ha le (T}) stesse come elementi della base, attraverso il
Seguentelg’QO tensore reale simmetrico

Yik = = Tr(T; Ti,) = — Cj, Cyy (2.6.96)

Il tensore (2.6.96) ¢ chiamato tensore di Killing.
Al tensore di Killing?! sono legati alcuni aspetti importanti relativi alle

9La definizione (2.6.96) non & I'unica possibile.

200sserviamo che la definizione del tensore v di cui alla (2.6.96), nel caso esso abbia
autovalori strettamente positivi, consente di definire un prodotto scalare e quindi una
metrica nella rappresentazione dell’algebra di Lie del gruppo, generata dai T; (compatibile
anche con una sua estensione al campo complesso...).
Siano infatti A e B due elementi dell’algebra: definiamo

< A|B >= -Tr(A" B) (2.6.89)
Siccome i T sono una base (fatta da matrici reali), sara
A=oa; Ty B=p;T; (2.6.90)
e dunque
< A|B >= aj B ij (2.6.91)

E’ facile adesso convincersi che questa definizione soddisfa i criteri di un prodotto scalare,
ovvero qualunque siano i vettori A, B e C e lo scalare A, é

<AB4+C> = <AB>+<A|C> (2.6.92)
<AB> = <B|A>" (2.6.93)
<AA> > 0, =0 ©A=0 (2.6.94)

<AAB> = A<A|B> (2.6.95)

21E’ importante osservare che il tensore di Killing non é invariante per cambiamento di
base dell’algebra, infatti abbiamo gia visto che se

allora le costanti di struttura cambiano in modo che risulta

C’~1lrs = O'Z'LMliMsj(M_l)mr = (,fl)sr - (Ti)ijliMsj(M_l)mr

= Ti=(MT:M ") My; (2.6.98)
per cui abbiamo che
Tr(T0;) = MiaMj Tr (MTo M MTy M™Y) = My My Tr (MT, Ty M) =
= MMy Tr (T Ty M~ ' M) = Mo M, Tr (To Ty) (2.6.99)

e dunque, riguardo al tensore di Killing, accade che
:}/ij = Mianb’y,lb <~ :y = M’yMt (2.6.100)

Questo consente, attraverso una opportuna trasformazione della base dell’algebra, di poter
ottenere un tensore di Killing avente forma diagonale.
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rappresentazioni di un gruppo di Lie. Vediamone tre esempi.

e [l tensore di Killing consente di definire una espressione, costruita a
partire dalle costanti di struttura, la quale é completamente antisim-
metrica. Consideriamo infatti la quantita Tr([T,, Tp|T¢).

Iniziamo osservando che questa quantita, ovviamente antisimmetrica
negli indici a, b, & antisimmetrica anche in b, ¢ e quindi in a, c.
Usando le proprieta cicliche della traccia, abbiamo infatti, per esempio,
che

Tr ([Te, Tp)Te) = Tr(T5I.—TyT,1.) = Tr (ThyT. T, — T.1T,) =
= Tr([Ty, TuIT,) (2.6.105)

e similmente per gli indici a,c . Ma

Tr([Ty, T)T.) = Tr(CHTnT.) =ChTr(TnT,) =
= O e (2.6.106)

Questo dimostra che la quantita Iy definita in termini delle costanti
di struttura e del tensore di Killing nel modo che segue

Lape = ng Yme (2.6.107)
& completamente antisimmetrica.

e Se il tensore di Killing é invertibile, allora I'operatore (di Casimir) C
cosl definito

C=—7;" Ai 4 (2.6.108)

Infatti, essendo +;r una matrice n x n reale e simmetrica, esiste una base ortonormale
in R™ costituita da suoi autovettori. Indichiamo con v(s), s = 1,...,n questi autovettori,
corrispondenti agli autovalori (reali) A(s) e siano v(s)x le loro componenti. Per ipotesi

yv(s) = A(s) v(s) (senzasommasus) < v v(s)r = A(s) v(s); (2.6.101)
Dunque, se definiamo la matrice reale n x n Mys come
Mis = v(s)k (2.6.102)
questa matrice é ortogonale, poiché
MLy Mye = Myg Mpe = v(a)p v(c)p = Sac (2.6.103)
e, per la (2.6.101), ¢ tale che
Yik Mis = A(s) Mjs = (v-M),, = A(s) Mjs(senza somma su s)
= Mg (v- M), = Ms)My;' Mjs = A(s) 6ps =
= (M'y M), = (s) 0k (2.6.104)

che dimostra quanto affermato (si ricordi la proprieta generale della trasposta per cui
M = (M")" e dunque M*y M = (M*") v (M")...).
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gode della proprieta di commutare?? con tutti gli elementi della base
Aq,...A, dell’algebra di Lie della rappresentazione del gruppo a es-
sa associata e quindi, se la rappresentazione ¢ irriducibile, allora C' &
multiplo dell’identit;

e il gruppo di ricoprimento universale (e quindi tutti i gruppi che ne con-
dividono I’algebra di Lie) ¢ compatto®? se e solo se la metrica associata

22Ge il tensore di Killing - ¢ invertibile, allora tutti i suoi autovalori sono necessariamente
non nulli. Supponiamo di aver scelto una base dell’algebra A; generica mentre sia 121]-
la base in cui v & diagonale. Iniziamo dimostrando che, in questa ipotesi, la quantita
C = —(31)i;A:A; commuta con tutti i vettori della base dell’algebra e quindi con tutti
gli elementi dell’algebra stessa. Infatti

[(’3’71)1‘]‘1‘11‘141,1‘14 =#F Ny {Ai [Aj,Ak] + [Ai,Ak] Aj} =
= (ﬁil)ij {éﬁz‘iu‘im + ~ZZAmA~j} (2.6.109)

ma invertendo adesso la relazione (2.6.107), ecco che possiamo riscrivere il risultato
precedente nel modo che segue

[('*y’l)ijfiifij,jlk] =(F N {f‘jkl(:yil)lmAiAm + fikl(:yil)lmfim;lj} (2.6.110)

Usiamo ora il fatto che il tensore di Killing é diagonale e quindi lo é pure é il suo inverso,
cioé

Fii = A(2) 63 N (3 V)i = AG@) 1 by (2.6.111)

Abbiamo dunque

|:(’~)’_1)ijA~iA~j7 A~k:| A(i)_l {f‘ikm)\(m)_lz‘iiz‘im + f‘ikm)\(m)_liim/ii} =
= Dipm —m —min 2.6.112

NG Am) (26112
dove la conclusione ¢ tratta per il fatto che si somma sulla coppia degli indici 4, m nei quali

Iikm €& antisimmetrico mentre il resto dell’espressione é simmetrica.

Dimostriamo adesso che la quantita C' = —(371);;A;A; ¢ invariante per cambiamento di
base, cosa che garantisce che C' & un operatore univocamente determinato dall’algebra.
Per quanto visto sopra, infatti, essendo

J=MyM' = () =My M
risulta
(A did; = (M) vay Myt Mg Ay My Ay =
Yoo, (My;" M) (My;' Mjm) At Am =74 Aa Av (2.6.113)

che dimostra, appunto, quanto asserito.

Z3Un gruppo di Lie & compatto quando ne esiste una parametrizzazione completa che
ha dominio in un sottoinsieme compatto di R".
Ricordiamo a questo riguardo che le rappresentazioni finite di gruppi compatti sono comun-
que equivalenti a rappresentazioni unitarie mentre per gruppi non compatti non esistono
rappresentazioni unitarie di dimensione finita, a parte quella banale per cui tutto il gruppo
& proiettato nell’identita.
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al tensore di Killing ¢ definita positiva.

Nell’ambito delle applicazioni della teoria dei gruppi di Lie alla Fisica, per
I'interesse che hanno le rappresentazioni unitarie, solitamente la parametriz-
zazione delle rappresentazioni esponenziali dei gruppi di Lie viene riscritta
nella forma seguente®?:

(z1,,,2n) — €% (2.6.115)
cosi che i generatori Aj risultino hermitiani.

A una parametrizzazione esponenziale del tipo (2.6.115) corrisponde una
analoga ridefinizione delle vecchie costanti di struttura reali C77' cosl fatta

[Ai, Aj] = [—iA;, —iAj] = —[Ai, Aj] = —C? Ay = —i CJM Ay, (2.6.116)

In termini di questi elementi, le matrici della rappresentazione aggiunta
diventano

T=—iT = (Toe=1iC5 (2.6.117)

e il tensore di Killing, di conseguenza, diviene

vij = = Tr(T; Tj) = Tr(T; Tj) (2.6.118)

24Riguardo all’algebra di Lie, rispetto alla definizione "matematica" esposta in prece-
denza, quella "fisica" che useremo da ora in poi é semplicemente legata alla precedente
dalla relazione

A= Aot = iApnys =iA & A=iA & A=—iA (2.6.114)
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2.7 Rappresentazioni di gruppi compatti

Vogliamo qui approfondire I’argomento delle rappresentazioni?® di dimensio-
ne finita, irriducibili, dei gruppi di Lie compatti.

Abbiamo visto, che se parametrizziamo gli elementi del gruppo G come?$

R(a) = &%, ji=1,n (2.7.119)
allora gli flj e i generatori A; introdotti in precedenza sono tali per cui
iAj=4; & Aj=—iA; (2.7.120)
e dunque, come gia osservato, abbiamo che
[Ai, Aj) = CM Ay = [iAi,iAj] = C 4, =
= —[A,Aj)=iClM A, = (A, Aj]=—iCT A, (2.7.121)
per cui le matrici della rappresentazione aggiunta RA sono tali che?”
(i})km —icy (2.7.122)
e dunque, quanto al tensore di Killing, abbiamo (cfr.(2.6.118))
vij = — CECl, = Tr (E T]> (2.7.123)

Se, come abbiamo ipotizzato, il gruppo G é compatto, allora il tensore reale e
simmetrico  risulta invertibile e definisce una metrica positiva; inoltre, come
si ¢ visto (cfr.(2.6.108)), attraverso il suo inverso si puo definire 'operatore
di Casimir

C= —"}/Z»;lAi Aj = ’71»;1./212' Aj (2.7.124)

che gode della proprieta di commutare con tutti i generatori e quindi di essere
multiplo dell’identitad in ogni rappresentazione irriducibile del gruppo.

Abbiamo anche visto che, data comunque una base dell’algebra di Lie,
attraverso una trasformazione ortogonale su di essa (cfr.(2.6.100)) si puo
ottenere una nuova base tale per cui il tensore di Killing - risulta diagonale.
Poiché gli elementi cosi presenti sulla diagonale di v (i suoi autovalori...)
sono necessariamente positivi, riscalando gli elementi della base ottenuta

25Ci baseremo in particolare su quanto riportato nel libro "Lie Algebras in Particle
Physics" di Howard Georgi, Westnew Press, ISBN 978-0-7382-0233-4.

268j noti che stiamo qui usando la notazione "fisica", ovvero quella che prevede la
presenza all’esponente del coefficiente immaginario.

2TQueste matrici, in accordo con la (2.6.117), differiscono dalle matrici 7' di cui alla
(2.6.83) per il fattore immaginario, legato alla definizione (2.7.119).
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dalla trasformazione ortogonale, possiamo infine fare in modo che il tensore
di Killing risulti multiplo dell’identita, ovvero tale che

Yij = I35 (2.7.125)

per un opportuno valore positivo di I'.
In questa base dell’algebra A, le costanti di struttura
1 1

chb = gnb 67716 = ZZZ f Yme = f Fabc = Cabc (27126)

risultano completamente antisimmetriche e dunque, in questa base, la rap-

presentazione aggiunta ha come generatori le matrici?®

(:Q)km =i O = i Cjim (2.7.127)

Si tratta di matrici immaginarie pure (le C' sono reali ...) che sono anche
antisimmetriche e quindi si tratta di matrici hermitiane, per cui la rappre-
sentazione unitaria che ne consegue per esponenziazione, cioé la RA, risulta
reale e dunque fatta da matrici ortogonali.

Supponiamo dunque di aver scelto una base dell’algebra A tale per cui il
tensore di Killing sia multiplo dell’identita e dunque le costanti di struttura
Cjkm siano reali e completamente antisimmetriche.

Dalla definizione generale sappiamo che, se |e; >, j = 1,...,n & una
generica base dello spazio lineare dove agisce la RA, allora possiamo dire che

Tiley >= (Tj> lem >= i Cimilem > (2.7.128)
m

E’ interessante, adesso, considerare il particolare spazio lineare che ha
per base base gli stessi T}, ovvero lo spazio vettoriale fatto dai vettori??

AT, > MNeC, j=1,.,n (2.7.129)

Su questa base particolare ’azione dei generatori della RA, in base alla
(2.7.128), ¢é la seguente

73Ty >= (T]) N E >= i Gt T > (2.7.130)
m.
Ma dalle regole di commutazione sappiamo che

Ty=iT

[T, Tk] = Cj T = Clitom T 75, Tx) = —i Cirm Ty (2.7.131)

28Per non appesantire il testo, continuiamo comunque a usare il simbolo generico T anche
quando la base dell’algebra é quella di cui il tensore di Killing coincide con I’identité.

29Per distinguere il caso in cui consideriamo T]‘ come un operatore da quello in cui
lo consideriamo come vettore su cui 'operatore agisce, usiamo, in quest’ultimo caso, il
simbolo |T; >.
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come pure sappiamo che Cj,, ¢ completamente antisimmetrico, dunque pos-
siamo concludere che, per questa particolare realizzazione della RA, risulta

Tj| Ty >= i Cjor| T >= =i Ctn| T >= |[T}, T1] > (2.7.132)

Lo spazio vettoriale generato attraverso i vettori della base (2.7.129) puo
essere dotato in modo canonico di un prodotto scalare che é sostanzialmente
quello definito attraverso il tensore di Killing, per il quale la base in questione
risulta ortonormale. Poniamo infatti

< T >= —%Tr (TJ Tk) (2.7.133)
Si ha
s - <L), (), (), (), -
T I ) ab ba r ab ba
_ % oo %m — 5 (2.7.134)

I T}, che sappiamo essere matrici hermitiane, risultano anche essere operatori
hermitiani secondo il prodotto scalare definito sopra, ovvero tali che

< Ty Ty >=< Ty|T; Ton > (2.7.135)
Abbiamo infatti
<TiTHTm> = < [T},Tk] T, >=< i Cjps Ts| Ty >= —i Ojps < Ts| Ty >=
= —iCjps 6sm = —i Cikm (2.7.136)
<Tu Ty T > = < Tl [T, T >=< Thli Cjms T >= i G < Tl >=
= i CimsOks = i Cijmp = —i Citm (2.7.137)

Tornando alle proprieta generali del gruppo, esso viene detto semplice
se non ammette sottogruppi invarianti.
Poiché T'esistenza di sottogruppi invarianti in G é equivalente all’esistenza
di sottoalgebre invarianti in A, si parlera anche di algebre di Lie semplici
quando non ammettono sottoalgebre invarianti non banali.

Nel caso in cui esistano uno o pilt generatori che commutano con tutti i
generatori del gruppo, essi definiscono un sottogruppo abeliano invariante:
si parla allora di un gruppo e un’algebra di Lie semisemplici.

Se l'algebra é semplice, si dimostra che la sua rappresentazione aggiunta
RA risulta irriducibile.
Infatti proviamo a ragionare per assurdo. Operiamo nella base dell’algebra
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dove il tensore di Killing ¢ multiplo dell’identita e quindi le costanti di strut-
tura, come abbiamo gia detto, sono completamente antisimmetriche e tali
che

(%), =iCiim (2.7.138)

L’azione degli operatori che rappresentano gli elementi g € G del gruppo sui
vettori dello spazio lineare S di dimensione n € naturalmente descritta dalle
matrici

R(g) = ¢'®iTi (2.7.139)

Supponiamo ora che esista un sottospazio non banale Sy che ¢ lasciato inva-
riante dalle R(g) e sia Sz il complementare di S; a S.

Sia quindi |eg, >, a =1,...,7 una base di S; ed |e, >, b=r+1,....,n una
base di ;. Evidentemente deve essere

Vi=1,..n: (T,) =0 (2.7.140)
e dunque

Cjb:Cabj =0 Vj:Ln, CLST,T’<bSn (27141)

a

Dato il carattere completamente antisimmetrico delle costanti di struttura,
possiamo concludere che, nelle ipotesi fatte, esse saranno nulle se

e due indici sono < r e l'altro & > r;
e due indici sono > r e l'altro & < r.

Dunque, affinché le costanti di struttura possano essere non nulle é necessario
che tutti e tre gli indici o siano < r oppure siano > 7.

E’ facile convincersi che questo implica la validita della (2.5.79) e dunque
che lalgebra data non sia semplice.
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2.8 Ancora sulla Rappresentazione Aggiunta

Come si ¢ visto in generale, dato un gruppo di Lie G a n parametri reali, scelta
una qualsiasi base dell’algebra di Lie a esso corrispondente, costituita dai
generatori flj (j = 1,...,n), a questi corrispondono le costanti di struttura
(reali) C7) definite come

[Aj, Ak} — —iC A (2.8.142)

I generatori della RA corrispondenti a questa scelta di base sono, a loro
volta, definiti da

(Tj)km —icn (2.8.143)

Se ora consideriamo una nuova base dell’algebra di Lie, fatta dai genera-
tori A, essa sara tale

Ay = My A, (2.8.144)

dove M ¢ una opportuna matrice invertibile.
Nella base Ay, come gia visto (cfr.(2.4.47)), le costanti di struttura diventano

Cl, = O Myj My, (M™1) (2.8.145)

mnr

e, nel caso particolare in cui M = R sia una matrice ortogonale reale, avremo
élTs = Cﬂ} le R Rem, (28146)

Supponiamo ora che la base degli Ay, sia scelta in modo che il tensore di
Killing « sia multiplo dell’identita, ovvero che risulti v;, = I"d;y.
Come sappiamo, in questo caso, le costanti di struttura (reali)

O = Ciim (2.8.147)

risultano completamente antisimmetriche e quindi i generatori della RA cor-
rispondenti, per la (2.8.143), risultano essere matrici immaginarie pure e
antisimmetriche, dunque hermitiane, per cui, le matrici R della RA stessa,
ottenute per esponenziazione degli elementi dell’algebra

R=R(x)=¢"T (2.8.148)

risultano essere unitarie e reali, dunque ortogonali.



62 CAPITOLO 2. APPROFONDIMENTI DI TEORIA DEI GRUPPI

Vogliamo dimostrare che se R é una qualsiasi di queste matrici, allora
le R R Cjk;m = Clsr (28149)

Iniziamo ricordando che se u, v, w, ... sono elementi dell’algebra di Lie A,
allora per essi vale 'identita di Jacobi che afferma che

[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] =0 (2.8.150)
Definiamo adesso il seguente operatore A, dall’algebra A in sé
Yo e A: Ay = [u, v] (2.8.151)
Per I'antisimmetria del prodotto di Lie, abbiamo evidentemente che
Ayv=—-Ayu (2.8.152)

Attraverso A, possiamo riscrivere I'identita di Jacobi, che diventa

0 = [u,Ayw]+ [v, Apu] + [w, Ayv] = (2.8.153)
= [u, Ayw] — [v, Ayw] + [w, Ayv] = (2.8.154)
= A A w— A A w+ AyAyv (2.8.155)

Piu esplicitamente, in termini degli elementi Aj della base dell’algebra, se
u=ujAj;  v=uy Ay, (2.8.156)

ne segue che
Ay = (A), Ay = [u, v] = uj vy [Aj, Ak} = uj v (—i Cjkm Am) (2.8.157)
e dunque, la componente m di A,v nella base assegnata, vale

(Ay),, = =i Cjm uj vy = — (wf})km v = — (Tu) LUk (2.8.158)

dove abbiamo definito
Ty = u;T (2.8.159)

Dato che le costanti di struttura sono completamente antisimmetriche, ab-
biamo infine che

(Ayv),, = (Tu) vk (2.8.160)
mk

la quale mostra come 'operatore A, possa essere semplicemente identifica-

to con la matrice immaginaria pura, antisimmetrica e dunque hermitiana

T, = u;T;. E’ per questo che A,, viene chiamato operatore aggiunto.
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Consideriamo infatti il caso in cui v = A;. Evidentemente, posto per
comodita di notazione

si ha
A =T; (2.8.162)

e dunque i A; costituiscono la base della RA individuata dagli Ay
Veniamo adesso al caso di un elemento generico u € A e sia A, 'operatore
aggiunto a esso associato. Come sappiamo, il corrispondente elemento della
RA si ottiene per esponenziazione di 1A,

we A — AyeApy — P =B = ewili ¢ RA (2.8.163)

dove, per definizione

X .

7 ¢ n
et =%" — (Aw) (2.8.164)

n=0

Vediamo ora quale é I'azione dei vari termini dello sviluppo dell’esponenziale
sul generico elemento v dell’algebra. Abbiamo

(A" v = Ay (A" v = [u (Ay)" " v} = [u, [ty ooy [u,0]]]  (2.8.165)
In termini della matrice T}, vogliamo dimostrare che

A" o= (1) Am 2.8.166

o= (1)), o pam

Procediamo per induzione. Iniziamo osservando che per n =1 la (2.8.166) ¢
vera, infatti, in accordo con la (2.8.160), si ha

(Ay) v = <Tu> vk A (2.8.167)
mk
Supponiamo ora che la (2.8.166) sia vera quando l’esponente vale n — 1:

dimostriamo che allora essa risulta vera anche quando ’esponente vale n.
Abbiamo infatti che

(A0 = A (@A) v=[u (A 0] = [u <(T¢)“>lk o flz] -
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Possiamo dunque concludere che

eiA“ = eiT“ RN eiA“ v = (elTu) . ’UkAm (28169)
m

= B v, w] (2.8.170)
ovvero che
1Ay 2 1Ay 3 . 1Ay 2 (7AW ’
[(I—l—(iAu)—i—(AQ!) +(A3!) —|—...>v, <I+(1Au)+(A2!) +(A3!) —i—...)w] =
iA)* | (iA)?
= (I+ (1Ay) + ( AQ') + ( A3') + ) [v, w] (2.8.171)

Procediamo raggruppando fra loro, al primo membro della (2.8.171), i termi-
ni che contengono uno stesso numero complessivo n di operatori A, definendo
cosl le gli elementi dell’algebra D,

|:<I+ (iA,) + (mz;‘)z - (mgf)g + > v, <I+ (iA,) + (iif)z - (mgf)g + ) w] =

1 1
Per n =0 e n =1, evidentemente, si ha

n=0: Dy= [v,w] (2.8.173)
n=1: Di= [{EA,)v, w]+ [v, (i1A,)w] =i ([Ayv, w] + [v, Ayw]) =

= i(=[w, Ay] + [v, Ayw]) = i [u, Ayw]

= Ay, W) (2.8.174)

dove, nel penultimo passaggio, abbiamo fatto uso dell’identita di Jacobi.
Per un n > 1 generico, dallo sviluppo degli esponenziali, possiamo concludere
in generale che

i n!

D, = (@)" AP v, AP w| ———— 2.8.175
() pZ::O[ ]p!(n—p)! ( )

Procedendo per induzione, vogliamo dimostrare adesso che
Dy, = (iAy)" [v, w] (2.8.176)

Abbiamo visto che la (2.8.176) ¢ vera per n = 1: supponiamo dunque che
essa sia vera per n = k, ovvero che

k

(804 o, w] = 43 [t o, Ak u] o F
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e dimostriamo che essa é vera anche per n = k + 1. Abbiamo

(iAy )k+1 [v, w] = (ZAu)(ZAU)k [v, w] =

— (i) Z_: p!(kkip)! A, {Agjv Ak=pyy — APy, Agjv} -
iy K - -

= (z)kﬂzm {{u, APy AF pw} - [u, Ak prZv}} =

- k+1z {AP [u, AF=Pa] + [u, APy] AF—Py—

— Ak*pfw [u, APy] — [u, Aﬁ*pw} Aﬁv} =

= k“Z {A%A’f P+ ALy AEPy — ARPw ATy Aﬁ—P+1wA{;v} =
. k! _ _

= (i)F*! Zm {[Aﬁv, Ak p+1w] + [Aﬁ“v, Ak pw}} (2.8.178)

Per giungere alla conclusione, pud essere utile ricordare adesso 1’espressione
del binomio di Newton: come ben noto, abbiamo

k
k!
(@+y)l=> P y"? (2.8.179)
= (k= p)!
ed evidentemente sara
k+1
k+1 (k+ 1)' q ., k+1—q
[@+e)™ = Z_:q!(k+1—q)!xy
k Ll
= (@+ya+yf=(+y — " _gPyhr =
e = a0 Y o
k .l
= Z m {xp“ T y“l*p} (2.8.180)
o= ik —p)!

I1 confronto con la (2.8.178) mostra dunque che ¢ dimostrata l'ipotesi di
induzione, ovvero che

(A o, w] = (i)k“zk:p! (kk! o {[ate, Abrtiu] 4 [artte, Abrw|} =

k+1

(k+1)! )
— k+1 q k+1—gq _
B Z k +1-— q [Au v, Au w} — Dk+1 (2.8.181)
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Riprendendo la (2.8.170), possiamo quindi concludere che ¢ cosi dimostrata
I'uguaglianza

[ezAu v, eZA“ w} = Do—l—Dl—l-?DQ—i-...—i-ﬁDn—l—... =

= Y By,

|
ne0 n:

= [ePrv, @] =B o, w] (2.8.182)

Vediamo ora come da questo risultato segua direttamente la (2.8.149).
Ricordiamo che, secondo la (2.8.169), risulta in generale che

B g = (eiTu) i VA, = <emﬂ'TJ’) vk A, (2.8.183)

m mk

Ma ei%Ti = R ¢ la matrice ortogonale (cfr. (2.8.148)) che, nella RA, rap-
presenta l’elemento del gruppo individuato dal vettore reale di componenti
u; nella base A;. La (2.8.183) diventa dunque

ey = Rk Vi Am (2.8.184)
e quindi, quanto al primo membro della (2.8.182), abbiamo
[em“ v, giBu w] = [ij vjflm, R, wkfln} = Rp,jvj Ry wy [flm, fln} =
= Rynj Rokvj wy (—i Cmnsfis) (2.8.185)
da uguagliare al secondo membro, ovvero a
1Ay, [

e v, w| = giBu vjwg (—iCjr) Al = vjwg (—iCjr) giBu Al =

= wvjwy (—iCjx) R As (2.8.186)

11 confronto fra le due espressioni cosi ottenute, tenuto conto che i coefficienti
v; e wy sono arbitrari e che le A, costituiscono una base e dunque sono
indipendenti fra loro, fornisce

Rinj Ruk Crans = Cjig Ry (2.8.187)

Moltiplicando ambo i membri per Ry e sommando sull’indice s, tenendo
conto che R in quanto matrice della RA, & ortogonale, si ottiene infine che

Ryj Rk Rt Cruns = Ciig Rt Rst = Cliga 0y = Cligg (2.8.188)

che é appunto quanto volevamo dimostrare.
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Dal risultato (2.8.188) cosi ottenuto segue che se indichiamo con T il
vettore dei generatori della RA considerati fin’ora, ovvero

T = (Tl, T, Tn> (2.8.189)

allora se

R =¢'%ili (2.8.190)
¢ una qualunque matrice (ortogonale) appartenente alla RA stessa, essendo
(T])km —icn (2.8.191)

ecco che, partendo dalla (2.8.188), abbiamo (si ricordi che Rf = R™1)
Ruj By,! T,y Rt = (T)), (2.8.192)

ovvero, moltiplicando ambo i membri per Rj_l1 si ottiene
-1 p—1 (7 -1 (7 -1 7
o 5152 (1), =157 (5), = () = 1 (5),

o (raR) = (B), -

ns

& R R=Ry;T; = R;' Ty (2.8.193)

Ma data D'arbitrarieta della R in RA, possiamo evidentemente riscrivere la
(2.8.193) anche come

RT,R™' = R; T} (2.8.194)

Consideriamo adesso una generica matrice Ry di RA, definita nella base
dei T}, dai parametri che indicheremo con yy:

Ro = et T (2.8.195)
Abbiamo che

RE) = RRO R—l — Reiyka R—l — eiyk RTkR71 — eiyk Rjk T —

Gi(B) T (2.8.196)

ovvero l’elemento RE) di RA, che otteniamo dalla trasformazione di verosi-
miglianza definita dalla generica R, per cui Ra = RRo R, risulta essere
definito semplicemente dai parametri y; = Rjryx-
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Si osservi adesso che, nel caso in cui Ry = R evidentemente la (2.8.196)
stabilisce che R, = R. D’altronde Ry, sempre per la (2.8.196), & definito
dai parametri y;- = Rjryr = Rjpx, mentre R, per ipotesi, ¢ definito dai
parametri (z;): occorre dunque che (z;) sia autovettore di R per I’autovalore
1, ovvero che risulti Rx = x.

Consideriamo allora le componenti del vettore di R™ definito da

(Ra), = <e”jTj) wt (2.8.197)

st

e definiamo, per comodita di notazione, la seguente matrice reale antisim-
metrica M

A~

M =iz,T; (2.8.198)
per cui
(=) = (M) (2.8.199)
st st
Evidentemente
Lo 1.3
(Rx)s = SI+M+—-M"+—-M"+..} x4=
2! 3! st
1 1
= Ot T4 + Ost My 74 + o0 Mg My x4 + 30 (M?) gk My ¢ + ... (2.8.200)
Ma,

essendo le costanti di struttura completamente antisimmetriche.
Dunque, la (2.8.200) diventa

(Ru)s =dgtug =us < Ru=u (2.8.202)

che é quanto volevamo dimostrare.
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Vogliamo mostrare ora che la (2.8.194) rappresenta, in realta, un risulta-
to pit generale di quanto visto fin’ora nell’ambito ristretto alla RA.
Supponiamo dunque che sia data una rappresentazione irriducibile di un
gruppo compatto G a valori nello spazio delle matrici N x N.

Siano /lj gli n generatori che definiscono quella rappresentazione che suppor-
remo, senza perdita di generalita, siano tali per cui le costanti di struttura
definiscano un tensore di Killing multiplo della matrice identica n x n, per
cui queste costanti

Ci = Cjkm (2.8.203)

risultano reali e completamente antisimmetriche.
Sia poi (z;) il vettore di R™ che definisce per esponenziazione la (generica)
matrice R della rappresentazione considerata

R = elidi (2.8.204)
Vogliamo dimostrare che
RA R = RyA, (2.8.205)
dove R ¢ la matrice n x n definita nella RA da
R=¢"T dove (Tj)sl =1iCjq (2.8.206)
Per comodita di notazione, poniamo adesso
X=A4; Y =izjA; (2.8.207)
I1 primo membro della (2.8.205) diventa allora
RAR™ = e®idi 4jemimidi = ¢¥ X e (2.8.208)
D’altronde, noi abbiamo gia dimostrato, in generale che (cfr. (2.5.76))

eV Xe ¥ =X 4V, X]+ % [V, [V, X]] + ... + % [V, [Y,..[Y,X]..]] +..  (2.8209)

Nel nostro caso, se definiamo per comodita di notazione, la matrice T(x) come
Ty = 25 T} (2.8.210)

ecco che risulta

V. X] = |iwy Ay A =iy |4y, A =iy (~iCou) A= —iay (iCyu) Ay =

= iz (Ty), Ay =iz (Tj)tl A =i ( A(x))tl A, (2.8.211)
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e quindi
Y, [y, X]] = [ifvj Aji (%))tl At} = Z’(Au))tli%‘ [flj, At} =
= (7)1 A= (1) e (7), A=
(#), (1), A= () 4 esam
ed ¢ facile provare per induzione che infine risulta
RAR =" Xe¥ = X+[YX]+ [Y Y, X]] + .. nl Y, Y X))+
_ {I+ (iT(x)) n % (z T(m)) ¥ + - x) } - ZT<I>)SZ A,
- (ei“jfj)sl Ay = Ry A,
ovvero appunto che
RA R =Ry A, (2.8.214)

Dalla (2.8.214) si conferma anche il fatto che il seguente operatore (di
Casimir), costruito con i generatori e I'inverso del tensore di Killing

Ay Ay, (2.8.215)

¢ un invariante. Infatti (si ricordi che R™! = RY)

ROR ' = RALAR '=RA,R'RA, R =R,
= Rg Ry As At = R R];l As At = 0st 1215 At =
= A A, =C (2.8.216)

e dunque, se la rappresentazione ¢ irriducibile, esso & multiplo dell’identita.
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2.9 I Pesi

Le rappresentazioni finite di un gruppo di Lie compatto, come abbiamo
gia detto, sono equivalenti a rappresentazioni unitarie, dunque il generico
elemento della rappresentazione pud essere messo nella forma seguente

R(a) = €% 4i; z; € R, j=1n (2.9.217)

dove n & la dimensione del gruppo, lo spazio dei parametri ¢ un insieme
compatto di R" e i generatori A; sono hermitiani e dunque tali che

A= Al (2.9.218)

Se la rappresentazione, che assumeremo irriducibile e indicheremo con R, ha
valori nel gruppo degli operatori unitari i quali agiscono in un opportuno
spazio vettoriale V, definito sul corpo complesso C e di dimensione finita IV,
gli operatori /lj, come tutti gli elementi della rappresentazione del gruppo
dato, saranno rappresentati da matrici N x IN a coefficienti complessi.

Nell’algebra A generata dagli operatori /1]-, similmente a quanto fatto
nel caso della RA con il tensore di Killing (cfr.(2.6.89) - (2.6.95)), & possi-

bile introdurre un prodotto scalare attraverso la seguente matrice?® n x n,
simmetrica
Dy =Tr (A} Ak) —Tr (Aj Ak) (2.9.219)
Se X e Y sono due elementi di A, ovvero
X =x; Aj; Y =y Ay (2.9.220)
allora3!
< Xo|Xp> = Tr (X; Xb) — alby Tr (Aj Ak) — @by Tr (Aj Ak> -
= aiby Dy (2.9.221)
La matrice D cosi definita ¢ reale, infatti, partendo da
Dji = (Aj)ab (Ak)ba (2.9.222)
abbiamo che
o= (4),, (), = (4),, (&), = (44),, -
= Tr(AfAl) = Tr (Aj Ay) =Dy, (2.9.223)

30Gj ricordi che A; = A}L

31Ricordiamo che, strettamente parlando, le algebre di Lie sono sul corpo reale e quindi
i coeflicienti x; e yi di cui alla (2.9.220) sono reali.
Risulta comunque evidente che la definizione (2.9.221) & applicabile anche al caso in cui
I’algebra di Lie venga estesa al campo complesso come talvolta puo risultare utile.
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Questo significa che la matrice Dj;, puo essere diagonalizzata attraverso una
matrice ortogonale reale. Possiamo dunque effettuare un cambiamento di
base nell’algebra in modo che risulti®?

Dj,=1Tr (AJ Ak) =)j ;i (senza somma sull'indice j) (2.9.224)

In questo modo, le matrici A; cosi ridefinite formano una base ortogonale.
Poiché gli autovalori A; di Dj;, sono reali positivi®? possiamo anche, volendo,
riscalare poi ciascuno degli A;, in modo che risulti infine3*

Dij=Tr (Ai flj) =Dd; con D>0 (2.9.226)

dove D, in generale, dipende® dalla rappresentazione e dalla normalizzazione
dei generatori stessi.

Un sottoinsieme di generatori i quali commutino fra loro e siano il piu
numeroso possibile, individua una sottoalgebra dell’algebra di Lie del grup-
po, indicata con il nome di sottoalgebra di Cartan3® dell’algebra di Lie data
e la cardinalitd m della base costituisce il rango della sottoalgebra stessa.
Attraverso una trasformazione di base descritta da una matrice ortogonale
(che quindi non cambiera la (2.9.226)) si puo fare in modo che questi gene-
ratori, che indicheremo con Kj, j =1,...,m < n, facciano parte della base
stessa, che continueremo a indicare con (A;).

Per definizione avremo, evidentemente, che
K, Ky =0; Tr (KJKk> = D6y, 1<jk<m (2.9.227)

Poiché la base dei K di cui sopra ¢ fatta da matrici hermitiane che com-
mutano fra loro, esse possono essere diagonalizzate simultaneamente, per cui
si pud sempre trovare una base nello spazio N-dimensionale V dove agisce

32Per comodita, continueremo a usare lo stesso simbolo Aj anche per gli elementi della
nuova base, dove D ¢ diagonale.
33Infatti (si ricordi che le A; sono matrici hermitiane non identicamente nulle ...)

V(A= (), (8), - (), (). -
= (&), ((Aj)ll) = (4)  (4) >0 (2.9.225)

34Di nuovo, per non appesantire le notazioni, manterremo il simbolo A; anche per gli
elementi della base riscalata.

35Ovviamente la conclusione (2.9.226) contiene anche il caso in cui D = 1 e quindi
Djk = 5jk-

36Si puo dimostrare (cfr. pag. 90 di "Lie Algebras in Particle Physics" di H. Giorgi)
che la sottoalgebra di Cartan é essenzialmente unica, nel senso che qualunque sia la scelta
che facciamo fra quelle di rango massimale, si ottengono alla fine gli stessi risultati.
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la rappresentazione irriducibile R, che é costituita da autovettori simulta-
nei dei generatori K j, eventualmente complementati da un opportuno set
di altri parametri, che indicheremo genericamente con p, per tenere con-
to dell’eventualita che gli autovettori simultanei dei K j possano presentare
degenerazione.

Gli autovalori h; degli operatori K ;j sono detti pesi e sono evidentemente
numeri reali, in quanto autovalori di matrici hermitiane.
Il vettore a m-componenti h = (h;) & chiamato vettore dei pes:.

Possiamo quindi concludere che, se R é la rappresentazione irriducibile
considerata, si pud sempre trovare una base dello spazio V di dimensione N
in cui agiscono gli operatori della rappresentazione R, la quale é fatta dai
vettori |h, p; R > tali che

Kj|h,p; R >=h;|h,p; R > (2.9.228)

Un vettore dei pesi h (abbr. peso) viene detto positivo se la sua prima
componente non nulla h; & positiva, mentre esso ¢ detto negativo se la sua
prima componente non nulla é negativa. Evidentemente, quindi, un peso che
non sia identicamente nullo, o ¢ positivo o é negativo.

Questa definizione ci consente di introdurre un ordinamento nell’insieme dei
vettori dei pesi, secondo il quale un peso h é piu alto o maggiore di un peso
k se h — k risulta positivo.

In questo modo, data una rappresentazione del gruppo e fissata la base dei
K 7, € ben definita la nozione di peso piu alto.

Si osservi infine che la base costituita dai K’, non € univocamente deter-

minata dalla condizione di essere fatta da generatori della rappresentazione
R, ortogonali fra loro e che commutano.
Per esempio si puo scalare diversamente la base dell’algebra in modo da cam-
biare la quantita che abbiamo indicato con D e in questo modo cambieranno
ovviamenti i pesi, in quanto autovalori delle matrici che sono elementi della
base stessa, grado di liberta che puo risultare utile avere a disposizione.
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Esempio

Allo scopo di fissare le idee, consideriamo il gruppo SU(2), ricoprimento
universale del gruppo delle rotazioni in tre dimensioni, su cui avremo modo,
comunque, di ritornare piti compiutamente.
Occupiamoci della sua rappresentazione irriducibile (25 + 1)-dimensionale di
spin j. L’algebra di Cartan di SU(2) é unidimensionale, definita attraverso
uno qualunque dei suoi tre generatori Jg, tipicamente Js, i cui autovalori m
vanno da —j a +j. Scelto dunque

K =Js (2.9.229)

concludiamo che il vettore dei pesi ¢ unidimensionale e, conseguentemente
alla scelta fatta di K, i pesi sono distribuiti uniformemente a passi di una
unita fra —j e +7 e non esiste degenerazione, ovvero

Osserviamo che i generatori .Jj, sono tali che3”
Tr(J; Ji) = Dy, dove D = D(j) (2.9.239)

dove, tanto per spin intero che semintero, risulta

D(j) = ZJ: ‘m2 _ iU+ 1)3(2j +1) (2.9.240)

m=—j

Volendo usare una base dell’algebra di Lie, e quindi di quella di Cartan, che
sia ortonormale, dovremmo scalare i Ji per il fattore comune

1 3
\/ D() — \/ JGFD )

3TIniziamo osservando che, data la struttura diagonale di Js, & immediato che

Tr(J3 Js3) :imQ = w

—Jj

D(j) =D (2.9.231)

D’altronde i generatori Ji per rotazioni si trasformano come le componenti di un vettore
tridimensionale e dunque attraverso una rotazione di 90° intorno all’asse z, .J diventa .Jo.
Sia R la matrice che, nella rappresentazione di cui ci stiamo occupando, rappresenta la
rotazione in questione: abbiamo

Jo=RJsR™' = Tr(JaJ2) = Tr(RJ3R'RJR ') =Tr(RJJ3R ") =
= Tr(JsJs) (2.9.232)
Lo stesso vale, ovviamente, per T (J1 J1).

Quanto alla ortogonalita dei tre generatori, ricordiamo che, come dimostreremo in seguito
trattando espressamente il gruppo SU(2), se gli indici a e b vanno da —j a +j, posto
1

NI = 7 (j+a)(j—a+1) (2.9.233)

»J

(2.9.230)



2.9. I PESI 75

Cosi facendo, naturalmente anche i pesi scalerebbero nello stesso modo e lo
stesso farebbero le costanti di struttura.

Proprio per questo motivo, pero, il procedimento di rinormalizzazione della
base risulta spesso poco pratico per cui, solitamente, si fissano i generatori
dell’algebra di Lie in modo che costituiscano una base ortogonale in qualche
rappresentazione particolarmente significativa (come, per esempio, la RA,
ma non necessariamente) e poi, nelle varie altre rappresentazioni, si procede
usando questi generatori (la loro rappresentazione) in modo da non alterare,
passando da una rappresentazione a un’altra, le costanti di struttura.

risulta
Loy j
(J)ep = Wi [Na Sap+1 + Nj 6a+1,b] (2.9.234)
(J2)gy = % [NZ Sat1,6 — N 5a,b+1] (2.9.235)
(J3)yy = adap (2.9.236)

Abbiamo quindi, per esempio, che
Tr (i) = (1) (2)aa = 5 | N2 Gais + N Gasrn] [VE Ovsria = N G ] =
= 3 [NgNg(sa,b-&—l(;b-&—l,a — NINJbap+106,a41 + N} Ngdat1,6064+1,a — N5N55a+1,b5b,a+1:| =0

Usando adesso una rotazione R di —90° intorno all’asse & possiamo trasformare Js in J3
lasciando Jy inalterato, e dunque

0=Tr(J1J2) =Tr (RIR " RJR") =Tr(J1 J3) (2.9.238)

e cosi per gli altri termini fuori diagonale.

(2.9.237)
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2.10 Le radici

Sia dato un gruppo compatto G, sia A I'algebra di Lie a esso associata e sia
Aj con j=1,...,n una base di A.

R(x) =™, z,eR, j=1,.,n (2.10.241)

Abbiamo gia osservato che possiamo ridefinire la base in modo che, essendo

A~

[Ai, AJ} — —iCl Ay, (2.10.242)

i coefficienti di struttura (reali) C7} siano tali per cui il tensore di Killing 7;;
risulti multiplo dell’identita, ovvero

Yik=—ClCoy =T, T >0 (2.10.243)

nel qual caso

1 1
T = Cit Om = Cjj 5 %m = 1 Cibm (2.10.244)
e poiché Cjiy, ¢ completamente antisimmetrico, in questa base dell’algebra,

1 coefficienti di struttura risultano anch’essi reali e antisimmetrici. Siccome

(T]>km =iC = iCiim (2.10.245)

a seguito della scelta fatta della base dell’algebra, le matrici Tj7 generato-
ri della RA, risultano quindi puramente immaginarie e antisimmetriche e
dunque hermitiane.

Tutti questi fatti sono gia stati ampiamente visti.
Partendo da questi, procediamo considerando lo spazio vettoriale 7 su cui
agisce la RA.
Come sappiamo, esso ha per base i vettori ]TJ >, 7 =1,...,n e dunque &
costituito dai vettori )\j]’i‘j > con \j € C. L’azione degli operatori Ty su
questi vettori é tale per cui

Ty Ty >=| [TJ Tk} > (2.10.246)
mentre la metrica ¢ definita dal fatto che la base dei \’i‘] > ¢& ortonormale,
cioé

< T Ty >= dj1, (2.10.247)

Effettuiamo una trasformazione ortogonale di base per cui i primi m suoi
elementi che indicheremo con |Hy >, k = 1, ..., m siano associati ai generatori
Hj. della sottoalgebra di Cartan.
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Sia H lo spazio vettoriale generato da questi vettori.
Indichiamo con |E; >, 1 =1,...,n — m gli elementi della base che generano
lo spazio vettoriale £, complemento a T di H

T=H&E dowe apH,>eH; BIE >c& (2.10.248)
con
<H;|Hy > = o (2.10.249)
<HLE > = 0 (2.10.250)
<E|E,> = o (2.10.251)

Vediamo ora di stabilire quale sara ’azione degli operatori hermitiani H,
in 7. Trattandosi di operatori di Cartan, la loro azione sui vettori di H sara
tale per cui

H | >= | [Hk flj} >=0 (2.10.252)

Quanto all’azione degli H, sui vettori di €, iniziamo osservando che, poiché
gli operatori H;, sono hermitiani e i vettori |H > sono loro autovettori
corrispondenti all’autovalore nullo, sara

< Hj| H, B >=< HH|E >=< [H},, H;]|E; >=0  (2.10.253)

per cui il vettore Hy |E; > non potra avere componenti nel sottospazio di
Cartan e dunque dovra essere, necessariamente, una combinazione lineare
dei soli vettori [E; >, ovvero risultera

H By >= ok, ) | B > (2.10.254)

dove gli a(k, 1), saranno opportuni coefficienti, a priori complessi.

Ma gli Hj, sono operatori hermitiani che commutano fra loro, dunque,
poiché mandano in se stesso lo spazio £ generato dai vettori \El > essi sa-
ranno diagonalizzabili simultaneamente in una opportuna base ortonormale
]Ea > di £ stesso, fatta da autovettori simultanei degli H;e dunque tali per
cui

Hy|E, >= a; [E, >; a=(a;) (2.10.255)

dove gli ag, sempre perché gli operatori Hj, sono hermitiani, saranno quantita
reali che non potranno essere identicamente nulle, altrimenti i vettori \Ea >
non sarebbero indipendenti dagli |I:Ik >.

Questo significa che i corrispondenti operatori®® saranno tali che

[ﬁk, Ea} —ap By an€R (2.10.256)

380ccorre qui osservare che la diagonalizzazione sopra citata degli operatori hermitiani
H,, in € richiede che lo spazio lineare da essi generato sia considerato sul corpo complesso,
mentre, come sappiamo, ’algebra di Lie ¢ intesa sul corpo reale.
In realta, infatti, gli operatori E, non sono propriamente generatori del gruppo di Lie che
stiamo considerando, bensi combinazioni a coefficienti complessi degli stessi: per questo li
abbiamo indicati, genericamente, con il nome di operatori ...
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Verifichiamo adesso che gli operatori E, non possono essere hermitiani (altra
ragione per cui non possono far parte della rappresentazione dei generatori
della rappresentazione unitaria del gruppo ...) come, invece, per ipotesi,
erano gli E), infatti

TR s = i 1 5 ]
Bl > = \[Hk, Ea} >=|[Hk, B >:|[Ea, Hk] -
P> (2.10.257)

dove abbiamo usato di nuovo il fatto che gli operatori Hj, sono hermitiani e
percio gli a; sono reali (e non identicamente nulli). Dunque

Bl =B, (2.10.258)

Gli autovalori ag, che per una rappresentazione generica abbiamo chia-
mato pesi, in questo caso sono detti radici e il vettore a = (ay) costituisce
il vettore delle radici.

Torniamo adesso ai vettori |Ea >, autovettori simultanei degli H k-
Per ciascuno di questi autovettori abbiamo

ﬁk Ea ‘E_a > = [ﬁk, Ea] ‘E_a > —I—Ea ﬁk |E_a >=
= By |E_q > +(—ar E,|E_, >) =0 (2.10.259)

dunque ciascuno dei vettori E, |[E_, >, avendo pesi identicamente nulli, de-
vono essere combinazioni lineari dei generatori della sottoalgebra di Cartan,
ovvero dovra essere che

Ea|B-q >= | [Ea, B-a| >= B By > (2.10.260)

Cerchiamo adesso di esplicitare questi coefficienti S.
Ricordiamo a questo riguardo che, per ipotesi, gli |Hj > costituiscono una
base ortonormale, dunque

Br = <HyE,E_,>=<ElH,E_, >=< ElH,|E] >=
= < [Ej“ Hk] Ef > (2.10.261)

Ma, dalla relazione

|:I:Ik7 Ea] = ag Ea

essendo gli a reali, abbiamo che
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D’altronde gli operatori H r sono hermitiani, per cui
gy om ot it ot f
] = [, A0~ 7, 7]
e dunque
[E;, Hk} = ay B} (2.10.262)

Quindi, sempre percheé i coefficienti a; sono reali e operiamo in una base
ortonormale, abbiamo

B =< | B, ] |B] >= ay
Dunque, possiamo infine concludere che®’

[Ea, E_a} — ap Hy (2.10.267)

Supponiamo ora che |Eia > siano i due autovettori simultanei degli H;,
relativi al vettore delle radici a, normalizzati. Poniamo

a| = Jaa >0 (2.10.268)
Et = @Eia (2.10.269)
By = Cfalé (2.10.270)

Risulta allora che
(B, EX] = |a]™® [aH Eia}=|a|—3ai(iai)éia:ﬂi (2.10.271)
[EY,E7] = |a|™ [E E_a}:\ay—zaiﬁi:Eg (2.10.272)

39Puo essere utile, a questo punto, osservare che se i vettori |I:L > vengono tutti scalati
di una stessa quantita reale positiva p, ovvero si passa alla seguente base ortogonale (ma
non piu ortonormale) della sottoalgebra di Cartan

[H; >=p|H; > (2.10.263)

allora gli autovettori non cambiano rispetto agli |I:L > ma gli autovalori scalano
proporzionalmente a p, infatti

H; |E, >=pH; |E, >= pa; |E. > (2.10.264)
e dunque, nella nuova base |H; > abbiamo
|Epe >= |E, > (2.10.265)
Nella base |H; > abbiamo quindi

[E,m, E,,m] - [Ea, E,a] =a H; = %Hi (2.10.266)
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Dunque, data una qualunque coppia di operatori Eia, possiamo individuare
sempre nell’algebra data, una sottoalgebra tridimensionale chiusa, generata
dagli operatori E* ed F3, univocamente individuati nel modo definito sopra
da E., e dal loro commutatore, il quale risulta appartenere alla sottoalgebra
di Cartan del gruppo dato.

Dunque, data una qualsiasi rappresentazione irriducibile R del gruppo, avre-
mo che

Es|h,p; R >= |h p;R > (2.10.273)

||2

a-

Mostriamo adesso che la quantita 2ﬁ é necessariamente un numero intero.

Dimostriamo infatti che, qualsiasi sia la rappresentazione irriducibile R,
i possibili autovalori dell’operatore hermitiano FE3 definito sopra possono
essere solo interi o semidispari®®.
Iniziamo considerando gli operatori E* e definiamo , attraverso di essi, i due
seguenti operat01ri41 hermitiani Fj o

Ei=-—=(E"+E~ Fr= —L(EY —E7) (210274
Risulta
(B B) = (B +E B =B = 5~ [E"E ]+ [F,B*]} =
= i{[ET,E7] =iE; (2.10.275)
ET+E~ 1
E\,E3] = —[BE3,E]=—[F3,———]=-—"~(Et—E7) =
[E1, B3] [E3, 1] [Es, 7 ] \/5( )
— iR (2.10.276)
(B, B3] = —[Bs By] = %[Eg,ﬁ —E7] = %(E* +E) =
— B (2.10.277)
da cui segue che, posto
E?=FE} + E3 + E3 (2.10.278)

4OMolto spesso, invece che "semidispari" si dice "seminteri" con lo stesso significato.
41 Come vedremo, la terna Ey, Es, E3 definisce 1’algebra di Lie dei generatori di SU(2).
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risulta®?
[E%,E;] =0; i=1,2,3 (2.10.282)

L’operatore E2, che & hermitiano, commuta quindi con tutti gli F; e in par-
ticolare con Fj3, per cui é diagonalizzabile simultaneamente a quest’ultimo.
Supponiamo allora che |v > sia un autovettore di E3 per I'autovalore A € R
e di E? per 'autovalore i € R; ovvero

Eslv>=Alv>; E?lv>=upulv> (2.10.283)
Poiché®3 per p > 1 si ha
[Es, (BF)P] = £p (EF)P (2.10.285)

ne concludiamo che, se il vettore (ET)P|v > non ¢ nullo, allora esso &
autovettore di F5 per 'autovalore X\ & p; infatti

E3y (EX)Y|v> = [Es (BX)P]|v > +(EF) Eslv >=

= 2p(EHP|lv > +AEF)P|v >= (A £ p)(BF)P|v > (2.10.286)

Consideriamo ora la catena
(ETPlv>, p>1 (2.10.287)

Vogliamo dimostrare che dovra esistere un intero p > 1 per il quale accade
che

(ET)Plv >#0, ma (EV)P Dy >=0 (2.10.288)

42 Abbiamo infatti che

[E*,E\] = [Ei+E5+FE3 E]=|E;+E; El|=[EE|+|[EE=

= Iy [EQ,EJ + [E27E1}E2 + Es [Es,E'1] + [E3,E1]E3 =

= Bo(—iBs) + (—iE3)Ea + B3(iEs) + (iE2)Es = 0 (2.10.279)
[E?,Ex] = [Bi+E;+E; Ey)=|[Ef+E; B =|[Ef B+ [E;, B =

= E [ELEQ} + [E17E2}E1 + Es3 [Es,EQ] + [E3,E2]E3 =

= F1(iBs) + (iEs)Ey + Es(—iE)) + (—iE1)Es = 0 (2.10.280)
[E*,Es] = [E{+E3+Ej Es] = [E{ + E3, B3| = [Ef, Es] + [E3, Es] =

= E\[E\, Es] + [Er, Es|Ey + E3[Es, Es| + [E2, B3| Es =

= Ei(—iBE2) + (—iE2)Er + Ea(iFh) + (i) B2 =0 (2.10.281)

dove abbiamo usato il fatto che un operatore A commuta con il proprio quadrato A? e
che, in generale, risulta [A? B] = A[A, B] + [A, B]A.

43Procediamo alla dimostrazione della (2.10.285) per induzione.
Per p = 1 la relazione & vera. Supponiamo che sia vera per p > 1 e dimostriamo che allora
lo & anche per p 4+ 1. Infatti

[Bs, (EX)PT] = [Es, (B*)? EX] = (B5)?[Bs, B*] + [Bs, (B5)?P|E* =
= (EFP(R)E* + (2p)(EH)P EY = £(p+ 1)(EF)PT! (2.10.284)



82 CAPITOLO 2. APPROFONDIMENTI DI TEORIA DEI GRUPPI

Cominciamo osservando che, quanto a E?, tutti i vettori della catena
restano suoi autovettori per 'autovalore p

E>(ET)P|v >= pu(ET)P|v > (2.10.289)
Ma per ogni vettore |w >, essendo gli E; operatori hermitiani, risulta che

<w|F*w > = <w|(BE}+FE;+FE)w>=
= <w|Eiw >+ < w|Esw > + < w|Fiw >=
= < EyWW|E\wW > 4+ < Eow|Eow > + < Esw|Esw >> 0

come pure che
<w|E’w > > <w|Ejw > (2.10.291)
e dunque, facendo |w >= (E™)P|v >, avremo che vale la disuguaglianza
1> (A +p)? (2.10.292)

la quale stabilisce, in particolare, che la catena non puo crescere indefinita-
mente. Sia allora

t=A+1 (2.10.293)

il piu grande autovalore di F3 della catena originata da |v > e sia
|vi >= (ET)P|v ># |0 > Pautovettore corrispondente. Per definizione si ha

Eslvy >=t|vy >; E?|vi >=p|vi>; Et|vi>=[0> (2.10.294)

Ma, in generale, risulta

2E*ET = (BEy+iEy)(E) FiEy) = B} FiE1Fy +iFyE) + By =
= B} +E}Fi[F, By =E} +E5 £ Fs=
E? - E2+ Es (2.10.295)
e dunque
E? = B2 ¥ B3 + 2B*ET (2.10.296)

Usando allora 1'uguaglianza E? = E3 + E3 + 2E~ET sul vettore |v¢ >,
abbiamo

E?|v; >= E3|v; > +E3|vy > +2E" ET|v; > (2.10.297)
ma, essendo |v; ># |0 > ed ET|vy >= |0 >, deve dunque essere che

p=t>+t=t{t+1) (2.10.298)

(2.10.290)
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Ripetendo quanto sopra per la catena (discendente) (E~)?|v >, abbiamo
adesso che

B3(E7)iv >= (A= q)(E")i|v >, EXE)I|v >=p(E")v > (2.10.299)

Poiché, di nuovo, p > (A — ¢)?, dovra esistere un opportuno intero g tale per
cui

(E7)Yv >#1[0>; (E7)T v >=10 > (2.10.300)
Poniamo, per comodita
vy >= (E7)I[v>#0>; b=)X—q (2.10.301)
Per questo autovettore simultaneo di E5 ed E? abbiamo
Eslvy >=0b|vy >; E?|vy >=plvy >; E7 vy >=1[0> (2.10.302)
Usando allora la (2.10.296), risulta che
E?|vy, >= EZ|vy, > —E3|vy > +2ETE~|v}, > (2.10.303)
da cui, essendo E~|v;, >= |0 >, ricaviamo che
p=">b*—b=>bb-1) (2.10.304)
Dal confronto di questo risultato con la (2.10.298) ricaviamo che
b2 —b=1t>+1t (2.10.305)

Per determinare la condizione che lega b con ¢, possiamo vedere la (2.10.305)
come una equazione di secondo grado nella variabile b, considerando ¢ come
un dato. Si ha

b —b— (2 4+1)=0
A=1+4>4+1) =1+4t% +4t = (2t +1)?
)

, 11
+ = 2
=by=t+1; b=t (2.10.306)

ma la soluzione b4 non ¢é accettabile perché b e t devono essere della forma
b=A—q t=X+p (2.10.307)

con p e ¢ interi non negativi, dunque deve essere t > b e dunque non puo che
essere

t=—b>0; p=t>+t=t{t+1) (2.10.308)
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I possibili autovalori di F3 vanno quindi da ¢t > 0 a b = —t, a passi di una
unita: il loro numero N é dunque pari a

N=2t+1 (2.10.309)

Essendo N, ovviamente, un numero intero, ne segue che t (e, di conseguenza,
tutti gli altri autovalori di E3 della catena) pud essere solamente intero o
semidispari, che & appunto quanto volevamo dimostrare.

Torniamo ora alla rappresentazione aggiunta RA.
Coerentemente con la definizione generale di peso positivo, diremo che una
radice a & positiva se il suo primo coefficiente non nullo é positivo.

Siano dunque a e b due radici positive differenti. Per ipotesi accade che

> = a;|Eq > (2.10.310)

|
TiE, > = bi|Ey > (2.10.311)

=

Iniziamo usando la radice a per definire, attraverso le relazioni (2.10.268)-
(2.10.270), gli operatori E* ed F3 a essa associati. Poiché risulta

~

a;H;

Ea =
° 7 a?

abbiamo che

- a-b) -
Eg‘Eb >:( 2) ‘Eb>
|al
Ma, come abbiamo visto in precedenza per una rappresentazione qualsiasi
R (e dunque anche per la RA) gli autovalori di E3 sono interi o semidispari,
dunque sara

(a-b)

r
=- 2.10.312
con r intero opportuno.
Se adesso costruiamo gli operatori E'* ed Eé usando la radice b, troviamo
analogamente che
(b-a) s
AN A 2.10.313
dove s ¢ un altro opportuno numero intero, dello stesso segno di r visto che
(b-a)=(a-b).
Moltiplicando i due risultati ottenuti, abbiamo che
(a-b)?2 1

_— = — 2.10.314
aPoE 4" ( )
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Definiamo ora I’angolo 6, fra le due radici, ponendo semplicemente®*
a-b =|a||b|cosby (2.10.316)
Abbiamo cosi che

1
05?0y = ik (2.10.317)

Essendo la quantita rs necessariamente intera e positiva (i due interi hanno
lo stesso segno, data la loro definizione), esistono solo quattro possibilita,

ovvero
TS O
0 90"
1 60° o 120°
2 45° 0 135°
3 30 o 150°

infatti, il caso rs = 4 implica 6 = 0 oppure = 180° e il primo caso ¢ escluso
dall’ipotesi che a e b siano una coppia distinta di radici, cosi come il secondo
perché le radici sarebbero opposte e quindi non entrambe positive.

44Gi ricordi che il prodotto scalare gode della proprieta della disuguaglianza triangolare,
ovvero

la-b| < |a]|b| (2.10.315)

e dunque la definizione (2.10.316) ¢ trigonometricamente consistente.
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2.10.1 Le radici semplici

Supponiamo che il gruppo compatto che stiamo considerando sia semplice
e dunque non ammetta sottogruppi invarianti non banali. Come si & visto,
questo si traduce anche nel fatto che I'algebra di Lie a esso associata €& an-
ch’essa semplice e dunque non ammette sottoalgebre di Lie invarianti non
banali.

Supponiamo che |E, > ed |E; > siano due soluzioni dell’equazione (2.10.255).
Vogliamo dimostrare che il commutatore del corrispondenti operatori della
RA, E, e Ey, ¢ proporzionale all’operatore E, . Per ipotesi sappiamo che

[H;, E,) = a; Eq;  [H;, Ey) = b; By, (2.10.318)

Consideriamo adesso la quantita [H;, [Eq, Ep)]: Iidentita di Jacobi stabilisce
che

A~

0 = [Hz‘a [anEbH + [Eaa [EIN ﬁ%]] + [Ebv [ﬁ% Ea“ =
= [Hi, [Ea, Eb]] — bi|Ea, Eb] + ai[Ey, Ed)
= [H;,[Ea, Eb]] = (a; + b;)[Ea, By (2.10.319)

e questo significa che, se esiste I'operatore F,y, allora deve essere

[Eq, Eb] o< Eqpyp (2.10.320)

Se a+b non ¢ una radice e dunque se E, 4 non esiste, questo stesso risultato
implica necessariamente che [E,, Ep] = 0.

Una radice positiva viene definita semplice se non pud essere espressa
come somma di altre radici positive.
L’importanza delle radici semplici risiede nel fatto che, partendo da queste,
¢ possibile ricostruire 'intera algebra del gruppo di Lie.
Vediamo nel seguito come questo sia possibile.

Supponiamo che a e b siano due radici semplici differenti: iniziamo di-
mostrando che a — b non é una radice.
Infatti, siccome le due radici sono diverse, allora a — b oppure b — a sara
positiva. Supponiamo, senza perdita di generalitd, che a — b sia positi-
va: se questa fosse una radice, allora sarebbe una radice positiva tale che
a = (a—b) + b e quindi contraddiremmo l'ipotesi secondo la quale a ¢
una radice semplice, in quanto risulterebbe la somma di due radici positive.
Dunque sia a — b che la sua opposta b — a non possono essere radici.
Per quanto visto sopra, questo significa che

[
[

] = 0=[E_, E (2.10.321)

By
E_J] = 0=[F_4 E) (2.10.322)

E,
Ey
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e dunque

E_ B> = |[E_q,B) >=0 (2.10.323)
E_4|E,> = |[E, B >=0 (2.10.324)
Supponiamo ora che E* ed E3 siano gli operatori costruiti a partire da Ez:ﬁ:a,

mentre E'* ed E} siano gli analoghi operatori costruiti a partire da Ep,
ovvero

Bt — Tl Eiu: E3 = Iélz‘ (2.10.325)
E* = “1)' Eyy; A Tbﬁé (2.10.326)
Evidentemente risulta
Es3| By, >= ‘T:‘Z By >= E‘;‘E |Ey > (2.10.327)
D’altronde, poiché dalla (2.10.325) ¢
E™ = ]T;l"“ (2.10.328)

la (2.10.323) ci dice che E~|E, >= 0. Questo significa che se j, > 0 ¢é il
numero intero o semidispari che caratterizza la rappresentazione irriducibile
definita da Fy ed FEs3 nello spazio vettoriale a cui appartiene |E’b >, questi
deve essere autovettore di F3 per 'autovalore —j, < 0, ovvero deve essere il
capostipite inferiore della catena. Dunque

a-b )
Analogo argomento vale per
e b-a -
E5|E, >= W |Eq > (2.10.330)
e dunque
b-a )

Potendo determinare j, e jp, ecco che

e risulta noto I’angolo fra le due radici semplici, essendo

a-b = |a]|b|cosby = —[af’ ja (2.10.332)
= |bllal cosup = —[b|* js (2.10.333)
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da cui?®

al . b| . —
cosOqp = —|J|ja = —L’ Jb = —\Ja Jb (2.10.334)

e poiché cos b, < 0, ne segue che 7/2 < 0y, < T;

e risulta determinato il rapporto fra le lunghezze delle due radici, infatti

|a| >2 Jb
Al _ 2.10.335
<|b| i ( )

Vediamo adesso alcune altre proprieta delle radici semplici che indiche-
remo genericamente con s;.

1. Le radici semplici sono fra loro linearmente indipendenti®®.
Consideriamo infatti una generica combinazione lineare a di radici
semplici s;

a=)_ s, (2.10.336)
j

dove gli x; sono coefficienti reali.

Vogliamo dimostrare che a non puo essere nulla a meno che tutti i
coefficienti z; lo siano. Infatti, se gli x; sono tutti positivi, allora a
non puo essere nulla perché, per ipotesi, le radici s; sono tutte positive.
Supponiamo dunque che i coefficienti (non nulli) z; possano essere sia
positivi che negativi e indichiamo con z;} i coefficienti positivi e con
z,, quelli negativi. Poniamo

ap = > ahsm; 75 >0 (2.10.337)
m
a_ = Y z sy x, <0 (2.10.338)
n
Evidentemente
a=a, +a_ (2.10.339)

e dunque, in particolare avremo

|a|2 — |a+\2 4 \a_|2 + 2(a+ . a_) (2.10.340)

458i ricordi che ’angolo fra radici ¢ comunque fra 0 e 7.

46Per ipotesi una radice semplice non pud essere scritta come somma di altre radi-
ci positive, ma questo non ¢ la stessa cosa che affermare che sono fra loro linearmente
indipendenti.
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dove

a;-a_ = Zx%x; Sm - Sp (2.10.341)
m,n

ma la quantita x;} z, & certamente negativa perché x> > 0 ma z,, <0,
e cosi pure risulta negativa la quantita s,, - s, perché, per ipotesi, s,
e s, sono radici semplici differenti, per le quali vale evidentemente la
(2.10.334). Dunque

lal* = lai*+]a_|*+2(ar-a_) > |ay > +]a_|> > 0(2.10.342)

per cui nessuna combinazione lineare non banale fatta di radici semplici
puo annullarsi.

2. Dimostriamo ora che ogni radice positiva a pud essere scritta come
combinazione lineare di tutte le radici semplici s;, usando coefficienti
interi non negativi k;, ovvero

a=>)_ ks (2.10.343)
j

Infatti, se a é semplice, I'affermazione € ovviamente vera e saranno
nulli tutti i coefficenti k ad eccezione di quello che si riferisce alla radice
stessa, che varra 1. Poiché la combinazione lineare é fatta da un solo
termine non nullo, la radice viene indicata con a; e per questo tutte le
radici semplici sono dette di tipo 1.

Se a non ¢ una radice semplice, allora potra essere scritta come somma
di due radici positive. Se entrambe sono semplici, I'affermazione ¢
dimostrata e la radice a = ay ¢ di tipo 2. Se solo una delle due radici
positive & semplice, ma ’altra non lo &, possiamo continuare scrivendo
quest’ultima come somma di radici positive finché tutte le radici della
combinazione lineare saranno semplici: la somma k degli interi che
definiscono la combinazione stabilisce la tipologia della radice in esame,
cioé

ap=> kjsj; k=) k (2.10.344)
J

3. Le radici semplici, che sono vettori con un numero di componenti (tutte
necessariamente reali) uguale al rango r della sottoalgebra di Cartan,
ovvero al numero dei generatori di Cartan indipendenti H;, non solo
risultano, come si & visto, linearmente indipendenti, ma sono anche un
set completo e dunque una base dello spazio vettoriale sul corpo reale
di dimensione r al quale esse appartengono.

Procediamo per assurdo. Supponiamo che esista un vettore v # 0



90

CAPITOLO 2. APPROFONDIMENTI DI TEORIA DEI GRUPPI

ortogonale a tutte le radici semplici e dunque ortogonale a tutte le
radici a. Poiché, qualunque sia la radice a, risulta

Hi|E, >= a;|E, > (2.10.345)
ne segue che
v Hi|E, >= (v-a)|E, >=0 (2.10.346)
Ma,
v; Hy|Eq >= |[v; H;, E ) > (2.10.347)

quindi ne ricaviamo che 'operatore v; lEIi commuta con tutti gli E~a e
quindi, visto che commuta ovviamente anche con gli H;, esso commuta
con tutti i generatori del gruppo. Questo significa che I’algebra di Lie
del gruppo non é semplice, contrariamente all’ipotesi fatta.

. Consideriamo ora le radici positive .

Abbiamo visto che le radici positive hanno la forma

ay = Z kjsj; kj; intero > 0; ij =k>1 (2.10.348)
J J

Come possiamo stabilire quali combinazioni lineari delle radici semplici
s; danno luogo a radici ?

Iniziamo osservando che tutti gli a; sono radici, visto che coincidono
necessariamente con una radice semplice.

Supponiamo ora di aver determinato tutte le radici positive per le quali
k < n, dove n > 1. Le radici positive di tipo n + 1, per definizione,
saranno ottenute da una radice di tipo n con qualche radice semplice,
ovvero saranno del tipo

E,|E, >=|[Es, E,] > (2.10.349)

Quanto abbiamo visto ci consente di concludere che se il commutatore
indicato € non nullo, allora abbiamo individuato una radice di tipo
n + 1, altrimenti, se & nullo, no.

Ma possiamo dire che il procedimento descritto ¢ esaustivo?

In altri termini, possiamo trovare una radice positiva a,; che non ¢
la somma di una radice a,, e una opportuna radice semplice s; ?
Procediamo per assurdo.

Se questo accadesse allora dovrebbe succedere che

Vsj: E_g|Epp >=0 (2.10.350)
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poiché se E_ s ’En+1 >=£ () questo sarebbe un vettore a cui corrisponde-
rebbe una radice di tipo a,, e, applicandogli E’sj rirpodurrebbe |E~‘n+1 >,
contraddicendo l'ipotesi per cui la radice a,1 non puo essere ottenuta
da una radice di tipo n e una qualche radice semplice.

Dunque ’En—l—l > dovra essere annichilato dagli operatori di discesa
associati a tutte le sottoalgebre di tipo SU(2) definite dalle radici
semplici. Questo richiede che

. o S - a 1
Vs; o BV By >= 7J|S‘|’;+
J

|Epi1 > con 22l <0 (2.10.351)
Ma (cfr.(2.10.343)) ogni radice positiva puo essere scritta come combi-
nazione delle radici semplici a coefficienti interi k; non negativi

a=> ks, (2.10.352)
j

dunque

Ap41 " Ap4l1 = Z k‘ij cAnp41 (210353)
J

e questa quantita, per la (2.10.351) risulterebbe non positiva, cosa che
¢ evidentemente assurda.

Quindi possiamo concludere che le radici di tipo a,y1 si ottengono
tutte dalle radici di tipo a, e le radici semplici s;.

5. Vogliamo dimostrare che, in una qualsiasi rappresentazione irriducibile

del gruppo, se accade che un autovettore simultaneo degli operatori H;
della sottoalgebra di Cartan & mandato nel vettore nullo (annichilato)
da tutti gli operatori” associati alle radici semplici, allora questo stato
risulta quello di peso h pit alto.
In qualsiasi rappresentazione irriducibile, il vettore |h, p, R > di peso
pit alto gode evidentemente della proprieta per cui non si puo trovare
un altro vettore con peso ancora piu alto, cioé quel peso non puod
aumentare ulteriormente e dunque tutti gli operatori di salita, ovvero
tutti gli operatori che corrispondono appunto a radici positive devono
annichilare quel vettore. Poiché bastano le radici semplici per costruire
tutte le radici positive, ecco dimostrato quanto enunciato sopra.

6. Supponiamo dunque di avere determinato, a partire dalle radici sem-
plici, la lista delle radici positive*®. Si puo dimostrare che, partendo
dalle radici semplici, & possibile costruire 'intera algebra del gruppo.

4TRicordiamo che, nella RA le radici positive corrispondono a operatori di salita mentre
quelle negative a operatori di discesa.

48Poiché quelle negative sono semplicemente le opposte delle positive, in questo modo
abbiamo determinato tutte le radici.
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2.11 1l gruppo SU(2)

I1 gruppo SU(2) ¢ certamente il gruppo di Lie che si presenta pit spesso in
Fisica. Vediamo quindi di considerarlo in dettaglio.

Consideriamo le matrici unitarie 2 x 2, a coefficienti complessi, con deter-
minante uguale all’'unita. E’ facile rendersi conto che esse costituiscono un
gruppo con l'usuale prodotto fra matrici.

In generale, queste matrici U possono venir rappresentate in forma esponen-
ziale attraverso matrici hermitiane

U=l (2.11.354)

Poiché det(U) = 1, occorre che Tr(H) = 0, infatti, come sappiamo, in
generale, per una matrice S che sia ’esponenziale di una matrice M, risulta

det(S) = Tr(M) (2.11.355)

Qualunque matrice hermitiana 2 x 2 a traccia nulla da luogo, per esponen-
ziazione, a una matrice di SU(2), infatti

G (2.11.356)

e, come si € detto sopra, vale anche il viceversa. Quindi, il numero di para-
metri reali necessari per descrivere gli elementi di SU(2) & quello necessario
per poter descrivere H, la generica matrice hermitiana 2 x 2 a traccia nulla.
Si tratta, evidentemente, di tre parametri reali, infatti la generica matrice
H sara definita attraverso un termine complesso fuori diagonale (I’altro ne
¢ il complesso coniugato) e da un termine reale sulla diagonale (I’altro ne &
I’opposto)

c a—1b
H—< atib  —ec ), a,b,ceR (2.11.357)

La base dello spazio delle matrici H che usualmente viene utilizzata é quella
fatta dalle tre matrici di Pauli

0 1 0 —1 1 0
01—<1 0),0’2—<Z, 0),03—(0_1> (2.11.358)

per cui la generica matrice hermitiana 2 x 2 a traccia nulla puo essere scritta
come

H=a01+boy+co3 (2.11.359)

Le proprieta pit rilevanti delle matrici di Pauli o sono le seguenti
ol =o03=02=1 (2.11.360
[0k, Om] = 2i € 0; (2.11.361
{ok, om} =20km I (2.11.362
(

)
)
)
Tr(okom) = 20km 2.11.363)
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Evidentemente queste matrici possono essere viste anche come una base del-
I'algebra di Lie del gruppo SU(2): si preferisce, perd, usare come base di
quest’algebra quella fatta dalle matrici®®

1
Ji =5 o (2.11.365)

e il generico elemento del gruppo viene scritto come
U(@) = @7 = 377 (2.11.366)

dove @ = (a1, ag, a3) ¢ il vettore dei parametri reali che individuano, in que-
sta base, ’elemento del gruppo.

Le regole di commutazione dei generatori Ji, data la (2.11.361) e la (2.11.365),
sono le seguenti

[T, Im] =1 €rmy J; (2.11.367)

ovvero, data la (2.6.116), in questa base le costanti di struttura di SU(2)
risultano essere le seguenti

Cl = —€hmj (2.11.368)

Essendo gli elementi U(@) € SU(2) operatori lineari agenti in uno spazio
vettoriale di dimensione due sul corpo complesso, possiamo vedere questi
elementi come una rappresentazione del gruppo di Lie SU2 astratto, definito
dall’algebra di Lie basata sulla (2.11.367).

In questo senso, il gruppo matriciale SU(2) da cui siamo partiti risulta essere
una rappresentazione del gruppo SU?2 astratto® e, come vedremo fra breve,
una sua rappresentazione fedele.

Per giungere a questa conclusione, iniziamo osservando che, se poniamo

e dunque |fi|? =1 (2.11.370)

a=0n con O=|a

allora le matrici U(a@) possono essere messe nella forma

<~

@G = o3 (77 (2.11.371)

s
Il

U@ =ed =e

49Queste matrici costituiscono una base ortogonale ma non ortonormale, infatti

Tr(Jx Jm) = %&m (2.11.364)

pero esse sono tali, come vedremo a breve, che le costanti di struttura definite in questa
base individuano una RA in cui il tensore di Killing é I’identita.
0Indicheremo con L;j i tre generatori di SU2 astratto, per i quali sappiamo che

[Lj, L] =i €jkm Lim (2.11.369)
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Data la definizione della funzione esponenziale, abbiamo

i0 1 [if 21 [i0 3
U(a):1+2(ﬁ-5)+2![2(ﬁ.5)] +3![2(ﬁ-5)] +o. (2.11.372)
ma
(- &) = n;o; njaj:ninjaiaj:%ninj{oi, oj} =
= %ninjwij[:\mzfzf (2.11.373)
e dunque

. 0 1 [i0\? 1 /i0\° . .

+i(it-3) [Z— (g)3+...
0

= Icos (Z) +i (- &) sin <2> (2.11.374)

Questo mostra che gli elementi di SU(2) possono essere descritti attraverso
un insieme di parametri compresi nella sfera tridimensionale avente centro
nell’origine e raggio®® 27, che sta a dire, quindi, che il gruppo & compatto.

Questa parametrizzazione, perd, non € sempre univoca: tuttii punti della
superficie della sfera che corrispondono quindi a 8 = 27, indipendentemente
dal versore 77, individuano ognuno, lo stesso elemento di SU (2), cio¢ 'opposto
—I dell’identita: tutti i punti della superficie della sfera (aventi quindi 6 =
27) sono equivalenti fra loro. Una curva che unisca due punti qualsiasi della
superficie della sfera é quindi una curva chiusa ed ¢é riconducibile a un punto
in modo continuo. Il gruppo ¢ quindi semplicemente connesso.
Da questo segue, per quanto si ¢ visto, che il gruppo delle matrici SU(2) ¢
isomorfo al suo gruppo di ricoprimento universale (teorema di Ado) SU2 e
dunque ne é una rappresentazione fedele?.

Come si ricordera, la compattezza di un gruppo di Lie é direttamente
legata al fatto che il tensore di Killing individua una metrica positiva.
Vediamo dunque cosa succede nel nostro caso.

1Per descrivere tutti gli elementi di SU(2) occorre e basta effettivamente considerare
i punti della sfera di raggio 2m; infatti i punti fuori dalla sfera descrivono tramite la
(2.11.374) elementi gia compresi in quelli descritti dai punti della sfera stessa.
Fissiamo, per esempio, il versore 7 e poniamo § = 2w + ¢ con € > 0: & immediato che
I’elemento cosi individuato ¢é lo stesso descritto da 6 = € e versore —7i.

52Questa proprieta vale per tutti i gruppi SU(n), che sono semplicemente connessi e
compatti.
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Consideriamo la Rappresentazione Aggiunta (RA) di SU2.
Poiché il gruppo ¢é di rango tre, essa ¢ definita in uno spazio vettoriale tri-
dimensionale e i generatori della stessa sono le matrici 3 x 3 definite dalle
costanti di struttura dell’algebra di Lie, che, per la scelta fatta della ba-
se di cui alla (2.11.369), nel caso presente (cfr.(2.11.368)) ci permettono di
concludere che

(T}) gy = 1 C0 = =i €jab (2.11.375)

I1 tensore di Killing, secondo la sua definizione, ¢ dato da

1 AA 1, . A 1 . - ~a
Vi = §T7‘(Ti J‘)Zg( i)ab(Tj)baZE(_Zczb)(_Z i) =
1 1 1
= _5 €iab €jba = 5 €iab €jab — 5(5ij5aa - 6ia6aj) =
— %(3 ij — &ij) = 0i5 = Lij (2.11.376)

Il tensore di Killing coincide quindi con l'identita in tre dimensioni e, in
particolare, esso ¢ ovviamente un tensore definito positivo, a conferma del
fatto, appunto, che il gruppo SU2 é compatto. Questo stesso risultato mo-
stra anche che la base dell’algebra della RA fatta da questi particolari T] é
ortonormale.

Un’altra importante proprieta del tensore di Killing, come si ricordera, é
poi quella per cui 'operatore

C=~,'LyLy=L* (2.11.377)

¢ un invariante di Casimir, ovvero esso commuta con tutti i generatori Lj e
quindi con tutti gli elementi del gruppo.

In ogni rappresentazione irriducibile, dunque, C' sard multiplo dell’identita
per un valore caratteristico della rappresentazione stessa.

Nel caso della rappresentazione canonica di SU(2), dove

L—J==¢ (2.11.378)

N | —

3
(07 +034+03) =<1 (2.11.379)

2 _
ST = 4

| =

Nel caso, invece, della rappresentazione aggiunta RA, dove L; — J; = T,
abbiamo

(JQ)ab = (TZ)ab = Z(,—fj)ac (T’j)cb = —€jac €jcb — — (5acécb - 5ab5cc)
J
= by +30mp =200 =2Ip = J*=2 (2.11.380)
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Occupiamoci adesso di stabilire qual & la sottoalgebra di Cartan di SU2.
Poiché non esistono due generatori diversi che commutano, la sottoalgebra
di Cartan di SU2 é necessariamente unidimensionale.

Possiamo quindi prendere, per esempio

H=1s (2.11.381)

Per SU2, evidentemente, il vettore dei pesi h = (h;) essendo, per sua defini-
zione, costituito come sappiamo dagli autovalori dei generatori della sottoal-
gebra di Cartan, risulta essere unidimensionale e fatto dal solo autovalore di
H= L3, relativo all’autovettore considerato.

Veniamo adesso alla Rappresentazione Aggiunta (RA) di SU2.
Come sappiamo i suoi generatori sono le matrici hermitiane 3 x 3, definite
dalle costanti di struttura nella base dell’algebra che abbiamo scelto, fatta
dai generatori L. Risulta® dunque che

(:Q) = —ieyn (2.11.382)
gk
ovvero, esplicitamente
X 0 0 O R 0 0 = R 0—2 O
Ti=1 0 0—¢ |;Tp= 0 0 0 |;T73=( ¢ 0 O (2.11.383)
0 7 O - 0 O 0 0 O

Lo spazio vettoriale (sul corpo complesso) sul quale queste matrici agi-
scono come operatori lineari autoaggiunti, in rappresentanza dei generatori
L;, sara, in generale, descritto attraverso una generica base ortonormale
|ek > k=123
Se scegliamo come base dello spazio vettoriale in cui definire la RA quella
fatta dai Tj stessi, ponendo cosi

e >= [T} > (2.11.384)
abbiamo visto, in generale, che
Tj| Ty >= |[T;, T4] > (2.11.385)

Nella RA i possibili autovalori di H=Tysmo)A=0e)\==l,a
cui corrispondono, rispettivamente, gli autovettori normalizzati definiti dalle
seguenti componenti

0 1 1 1

1
A=0= |0 |; A=+1=—| i |;: A=—-1=>—| —i |(2.11.386)

| 2\ g 2\

53Come vedremo, questi sono i generatori del gruppo delle rotazioni in tre dimensioni,

SO(3).
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e dunque, quanto alla base della RA individuata dagli autovettori normaliz-
zati di H = T3, unico generatore della sottoalgebra di Cartan, abbiamo

1 ~ ~
+1> = <|T1 > +i| T, >) (2.11.387)
0> = |T3> (2.11.388)
1 )
-1> = (|T1 > Ty >) (2.11.389)

Questo significa che le radici di SU2 sono soltanto due, ovvero +1.

Esiste evidentemente una sola radice positiva, +1, che & anche una radice
semplice. Partendo da questa unica radice semplice e usando le definizioni
di cui alle (2.10.268) - (2.10.270), concludiamo che

Es=H=1Ls (2.11.390)
. 1
EL=E* = —Q(L1 +ily) = L (2.11.391)
e risulta
1 .
[ET,E7] = 3 Ly +iLlo, Ly —ilo) =i[Lo,[1] =Ls=H  (2.11.392)
1 1 i
Es,EY] = ——|[Ls, L +ils]|=—[Ls,L1]| £ ——[L3, Lo] =
(B3, E] ﬁ[:’)l 2] 2[3 1] ﬂ[S 2]

i i 1
— Lo+ —(—il1) =+—
s Rt =

Ritroviamo cosl in modo diretto quanto avevamo anticipato ovvero che la
struttura dell’algebra di Lie di SU2 coincide con quella che abbiamo ottenu-
to, per un qualsiasi gruppo compatto, a partire da una sua qualsiasi radice
positiva.

(Ly £ily) = £F* (2.11.393)
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2.12 Parametrizzazione con gli angoli di Eulero

Oltre alla parametrizzazione canonica, per la quale, come abbiamo visto, gli
elementi di SU(2) possono essere individuati attraverso un vettore tridimen-
sionale @, di modulo non maggiore di 2, risultando

6 0
U@ = U(i)=1Icos <2> +i (7 - ) sin <2> (2.12.394)
gli elementi di SU(2) possono venire individuati anche attraverso gli angoli
di Eulero (o una loro generalizzazione).

Prima di procedere, ricordiamo la loro definizione nell’ambito della rotazione
dei sistemi di riferimento cartesiani ortogonali.

A

Figura 2.2: Angoli di Eulero

Immaginiamo che Ozyz sia la terna (celeste) destrorsa da cui partiamo,
mentre OXY Z sia la terna (rossa) a cui vogliamo arrivare attraverso una
generica rotazione. In generale il piano zy e il piano XY non coincideranno
fra loro, ma, avendo certamente almeno un punto (l'origine O) in comune,
avranno in comune una retta: é ’asse dei nodi che, nella figura (2.2), abbiamo
indicato®® in verde con N.

548e i due piani coincidono, si prende come asse dei nodi lo stesso 1’asse x.
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Per portare Oxyz a coincidere con OXY Z, iniziamo effettuando una ro-
tazione di un angolo 0 < a < 2 intorno all’asse z (in verso antiorario per un
osservatore allineato con z). Il nuovo sistema avra assi Oxz'y'2" dove 2/ = 2
e 'angolo a & scelto in modo che 1'asse 2’ coincida con 1'asse dei nodi N. Si
procede poi con una successiva rotazione di un angolo 8 compreso fra 0 e m,
effettuata intorno a 2’ = N, in modo da far coincidere ’asse 2" cosi ottenuto
dopo la seconda rotazione, con I'asse Z finale. Per completare la rotazione
dei due sistemi di assi cartesiani, occorre infine effettuare, evidentemente,
un’ultima opportuna rotazione 0 <+ < 27 intorno all’asse Z.

Questo significa che la rotazione attiva che porta da Oxyz a OXYZ &
fattorizzabile come

R = Rz(v) Rn(8) R.(a) (2.12.395)

Gli angoli «, 8 e v sono gli angoli di Eulero.

Ma torniamo adesso al gruppo SU(2).
In analogia con quanto visto sopra, fissiamo i seguenti tre angoli (si noti il
raddoppio del loro intervallo di valori rispetto a quelli di Eulero ...)

0<a<4m, 0<p<2m 0<~y<4n (2.12.396)
e consideriamo la matrice

U("}/,B,Oé) = (7 ( U3

)U ()

- () i?f;fé% Y (8-
B ez 0 e's cos (B/2)  ie "2 sin(B/2)

N ( 0 e’z ) ( ie'? sin (8/2) e iz cos(/2) >

_ [ € cos(B/2) ie™ 2 sin(B)2) (2.12.397)
i’ 7" sin(8/2) e cos(6/2) o

Vogliamo dimostrare che, al variare dei parametri a, § e 7, la (2.12.397)
descrive tutti gli elementi di SU(2).
Abbiamo visto che la parametrizzazione canonica conduce a

U(07i) =1 cos(8/2) +i(i - &) sin(6/2) (2.12.398)

dove 7 & un versore a priori qualsiasi mentre 6 & compreso fra 0 e 2.
Ricordiamo adesso alcune proprieta delle matrici di Pauli, ovvero che

Tr(o;) =0 (2.12.399)
ojor =10 +i€jpmom = Tr(ajak) =20} (2.12.400)



100 CAPITOLO 2. APPROFONDIMENTI DI TEORIA DEI GRUPPI

essendo ovviamente

Tr(I) =2 (2.12.401)

Dunque, data la (2.12.398), risulta
Tr(U) = 2cos(6/2) (2.12.402)
Tr(Us;) = 2in;sin(6/2) (2.12.403)

Applicando questi risultati alla (2.12.397), abbiamo

Tr(U) = 2cos <g) =2 cos (g) - COS <a +7 (2.12.404)

Tr(Usy) = 2in sin <g) = 2isin <§) - cos (a ; 7) (2.12.405)
(0 o (BN o (=
Tr(Uss) = 2ing sin 5)= 2isin 5 ) sin 5 (2.12.406)
(0 . . [a+
Tr(Uos) = 2ingsin (2> = 27 cos <§) - sin < 5 7) (2.12.407)
da cui ricaviamo, evidentemente, che
A B o+
Cos <2> = cos <2> cos < 5 ) (2.12.408)
ni sin (g) — sin (g) - cos (0‘ 5 7) (2.12.409)
(0N . (B . [a—¥y
ngy sin <2> = sin <2> sin ( 5 > (2.12.410)
n3 sin <9> = cos (6> - sin <a i 7) (2.12.411)
2 2 2

A riprova del risultato ottenuto, osserviamo che le componenti n; ricavate
dalle relazioni di cui sopra costituiscono effettivamente un versore, infatti

come doveva essere.

-7
)

1 . I3 a—y . 154 . «
2 2 2 2 Cana? 2 . qin2
ni+ns+nsg = 731’712(9/2) [sm <2> cos < 5 ) + sin <2> sin <

(2.12.412)
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2.13 Le Rappresentazioni irriducibili del gruppo SU2
Partiamo dai seguenti fatti gia noti:

e l'algebra di Lie del gruppo (astratto) SU2 puo essere definita mediante
tre generatori, che indichiamo con Lj, per i quali

[Lj, L] = i€jjm Lim (2.13.413)

Le costanti di struttura cosi definite determinano un tensore di Killing
coincidente con l'identita;

e la sottoalgebra di Cartan é unidimensionale. La scelta consueta ¢ quella
di assumere che sia generata da

H=1L, (2.13.414)

per cui, nella RA, abbiamo che

(1) = () =—ies (2.13.415)
1) 1)

e il gruppo ha una sola radice positiva, uguale a 41, a cui corrisponde
I’autovettore

1 - .
= (\Tl > +i|Ty >) (2.13.416)
mentre alla corrispondente radice negativa —1 corrisponde ’autovet-
tore
1 - L
= (\Tl > —i|Ty >) (2.13.417)

e Il procedimento canonico di cui alle (2.11.390)-(2.11.393) consente di
definire gli operatori

Es = H=1I; (2.13.418)
5 1
Ey = Ef=—(L1+ily) =L~ 2.13.419
+ \/i( 1 2) ( )
tali che
[EY,E7] = [L*, L7] =1L (2.13.420)

[Ls, E¥] = [L3, L¥] =+L* (2.13.421)
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Sia data, adesso, una rappresentazione irriducibile del gruppo SU2 e
siano J = (J1,J2, J3) i suoi generatori. Poiché il gruppo ¢ compatto, la rap-
presentazione sara equivalente a una rappresentazione unitaria di dimensione
finita. L’operatore J3 consisterd dunque in una opportuna matrice hermi-
tiana e sara quindi diagonalizzabile. Supponiamo ora che |a > sia un suo
autovettore, corrispondente all’autovalore (reale) .

Come abbiamo visto trattando il problema delle radici, accade che se J*
rappresentano gli operatori LT ovvero gli E*+, allora accade che

Jsla> = ala> (2.13.422)
JJ a> = (a+1)JT|a> (2.13.423)
JsJla> = (a—1)J |a> (2.13.424)

Dato che siamo in dimensione finita, dovra esistere sia un autovalore massimo
che un autovalore minimo di J3, ovvero dovranno esistere due vettori non
nulli & > e | > tali che

Jla > = ala>; J3|8 >= B|8 > (2.13.425)
JHa> = 0> J7IB>=10> (2.13.426)

Come abbiamo dimostrato trattando il problema delle radici, gli autovalori
di J3, cioé i pesi, sono compresi fra un valore massimo j e un valore minimo
—7, dove j puo essere un qualsiasi numero positivo intero o semidispari.
Gli autovalori sono distribuiti uniformemente fra —j e +j a passi di una
unita e sono non degeneri. Tutti gli autovettori sono poi caratterizzati dallo
stesso autovalore dellinvariante di Casimir J?, uguale appunto a j(j + 1).
Indicheremo questi autovettori con il simbolo |m, j >, dove m ¢ 'autovalore
di J3 mentre j ¢ legato all’autovalore di .JJ? nel modo detto sopra ed é chia-
mato spin della rappresentazione irriducibile considerata, definita quindi in
uno spazio vettoriale di dimensione 25 + 1. Abbiamo dunque

Pljm> = j(G+1)jm> (2.13.427)
Jli,m> = ml|j,m> con —j<m<j (2.13.428)
Jtjm> = Appilim+1>; JHj,j>=10> (2.13.429)
J7ljom> = Bplim—1> J |—jj>=[0> (2.13.430)

dove le costanti Ay e By, sono quantita reali positive®® da esplicitare, neces-
sarie per garantire la normalizzazione dei vettori della base, ortogonali fra
loro dato che corrispondono ad autovalori differenti ed ¢ inteso, per quanto
anticipato, che A1 = B_; = 0.

55La condizione di normalizzazione fissa solo il modulo delle costanti Ay e Bg: il fatto
che si assumano reali positive corrisponde a una precisa scelta della fase degli autovettori
di Js.
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Iniziamo osservando che®®, poiché la base & ortonormale, sara
B} =< J~(j, /)T (5, 4) > (2.13.431)

Ma, poiché J; e Jo sono anch’essi hermitiani come J3, ecco che (JjE)Jr =JF
e dunque

B} = <idl(J)N(.5) >=<3.4lT" T (4.4) >=
= <3dll7707]G0) > + <4.dlT 7T (G.5) > (213432)

ovvero, poiche [JT,J~] = J3 mentre JT|j,j >= 0, abbiamo
Bi=j = Bj=+/j (2.13.433)

Quanto ad A;, osserviamo che

. . |
Jj,i—1> = Ajlj.j >:J+§J 4, j >=
J

1 T | N J ..
= —=[JN TG>T >= =l >=
>+ 7
= Vilii> (2.13.434)
e dunque abbiamo
Aj=Bj=+/j (2.13.435)

Passiamo adesso a considerare il vettore J|j,j — 1 >. Per definizione si ha
J7|j,j—1>=Bjalj,j—-2> (2.13.436)
e quindi

B} | = <J (Gji-OJ (-1 >=<j,j—1JTT (j.j—1) >=
= <Gi-UJINIT G- >+ <4 i—-UJ J(j—1)>=
= <Gi-UB0Gi-1)>+<J(Gi-DJ (Gi-1) >=
= (j—1)+42 (2.13.437)

ovvero, poiché abbiamo visto che A; = B;, possiamo scrivere che

Bf | —-Bi=j-1 (2.13.438)

56Per evitare confusione, se O & un operatore e |v > un vettore, scriveremo talvolta
|O(v)> per indicare il vettore Olv >. Questo ¢ particolarmente utile quando si vuole
scrivere il bra associato a Olv > che & quindi < O(v)| =< v|OT.
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Consideriamo adesso il vettore [J*, J*] |7, —1>. Siha

I —1> = Blai—1>=G-Dlj—-1>  (213439)
— NI — 1> =T T — 1=
= Bj—1J+’j7j -2> _AjJ_‘jvaj >=
= ijlAj,ﬂj,j —1> —Aij‘jmj 1> (213440)

e dunque, poiché |7,7 — 1 > non é nullo
Aj 1 Bj o —A;Bj=j—1 (2.13.441)

la quale, vista la (2.13.438) e il fatto che A; = Bj, ci dice che anche per j—1
vale la relazione

Aj1 =B (2.13.442)

Iterando il procedimento si dimostra allora che

v'm, —j <m S] . Am — Bm = NTJn (2.13.443)
e che risulta
(N)? = (2.13.444)
(ij_l)Q _ (NJJ)Q = j—1 (2.13.445)
(N;—k)Q - (N;—k+1)2 = J-k (2.13.446)

da cui, sommando, si ottiene che

(V)" = j+(j—1>+...+<j—k:>:j(k+1>—k(k;l):

_ %(k F1)(2) — k) (2.13.447)

ovvero, ponendom = j—k = k = j—m, si ha infine che, per —j < m < j,
risulta

(N,ZL)Q = %(j—m+1)(2j—j—l—m):%(j—i—m)(j—m—l—l) (2.13.448)
= NJ ZL\/(j+m)(j—m+1) (2.13.449)

V2
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Siamo quindi in grado, adesso, di esplicitare le matrici che rappresentano
i generatori della rappresentazione, qualsiasi sia il suo spin.
Nella base degli autovettori di Js3, ordinati per autovalore descrescente da
+j a —j, la matrice J3 & ovviamente diagonale e si ha

(J3)gu=Jd—a+1l;  1<a<2j+1 (2.13.450)

Quanto a J7T, data la (2.13.429), sara non nulla solo sulla diagonale
immediatamente sopra quella principale, risultando

+ _aArd ) )
(J )a,a+1 - ij'faJrl? 1<a< 2] (213451)
mentre, quando a J~, vista la (2.13.430), essa sara non nulla solo sulla

diagonale immadiatamente sotto quella principale, risultando

(VT )os1a=Njaps  1<a<2y (2.13.452)

Quindi, poiché J* = %(J“‘ + J7) gli altri due generatori®” J; e Jy sono
dati da
Jo= (JT+J7) (2.13.453)

Jo =

Sl -

(J-=J%) (2.13.454)

Si osservi che la matrice che descrive Jy, come quella relativa a Js, é reale
mentre la matrice che descrive Js € immaginaria pura. Questo non ha alcun
significato profondo, ma ¢ semplicemente l'effetto della scelta di fase fatta
allorché abbiamo assunto che le costanti IV;, fossero quantita reali positive.
Usualmente, per gli indici delle matrici J, invece della convenzione usuale
che i vedono andare da 1 a 2j + 1, per ragioni che saranno piu chiare fra
breve, si preferisce farli andare da —j a +j, che, come abbiamo visto, sono i
possibili autovalori di Js, posti in ordine decrescente.

In questa convenzione, abbiamo allora che (senza sommare sugli indici ripe-
tuti)

(J3) iy = O (2.13.455)
(J+)mm/ = Nrjn‘sm,m’—i-l (2.13.456)
(T ) = N St (2.13.457)

(2.13.458)

57Si ricordi che, J¥ non sono, propriamente, elementi dell’algebra di Lie, essendo
combinazioni a coefficienti complessi dei generatori ...
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e dunque
1
(Jl)mm’ - \ﬁ(‘]+ + I ) =
_ \}i [Ngl S 1 + N7, 5m+1,m,] (2.13.459)
) _
(JQ)mm’ - ﬁ(‘] - JJr)mm’ =

- % [an, St — NI, 5m7m,+1] 2 (2.13.460)

E’ interessante, adesso, considerare il sottogruppo di SU2 fatto dagli ele-
menti U(6) = e"%3 con 0 < 0 < 4r.
Nella base canonica di una qualunque rappresentazione irriducibile di spin 7,
questi elementi U(f) sono naturalmente rappresentati da R(#) = /3 dove
J3 rappresenta il generatore L3 e, come sappiamo, é diagonale nella base ca-
nonica. La matrice R(f) ¢ anch’essa, ovviamente, diagonale con autovalori
e dove m & 'autovalore di J3 corrispondente.
Se lo spin della rappresentazione é semisdispari e dunque anche tutti gli m
sono semidispari, allora R(27) = e/2™/3 = —I poiché, qualunque sia m semi-
dispari, €™ = —1. L’identita si ottiene solo per § = 4.
Questo risultato si pud generalizzare a ogni rotazione lungo qualsiasi dire-
zione essa avvenga (l’asse z corrispondente a Js, infatti, non ha in sé nulla
di particolare) e la conclusione ¢ che le rappresentazioni di spin semidispari
sono rappresentazioni fedeli di SU2.
Se, al contrario, lo spin j della rappresentazione ¢ intero, allora R(27) = I
e R(2m + ¢) = R(¢) per 0 < ¢ < 27. Queste rappresentazioni di spin intero
non sono rappresentazioni fedeli di SU2, bensi lo sono del gruppo delle ro-
tazioni SO(3) che, appunto, é a sua volta una rappresentazione (non fedele)
di SU2 di spin j = 1.

Nota riassuntiva

Ogni rappresentazione irriducibile R di SU2 é finita ed equivalente a una
rappresentazione unitaria. Essa risulta univocamente determinata dal valore
del peso positivo piu alto, ovvero dal piu alto autovalore di J3. A questo
autovalore j corrispondera un autovettore |j, j > di J3 tale che

Jalg, j>=jli, 3> JHj,i>=0 (2.13.461)

dove Jt ¢ 'immagine dell’operatore definito nella RA dalla condizione di
corrispondere alla radice (autovalore di T3) +1. A partire dall’autovettore
|, 7 >, usando 'operatore J~ = (J*)! (immagine dell’operatore che, nella
RA, corrisponde alla radice —1), si costruisce tutta la catena degli autovettori
di J3 che costituisce una base ortonormale dello spazio vettoriale dove agisce
la rappresentazione R. I generatori di R, oltre a J3, sono Jj e Jo tali che

1 1

= V2

(Jr+JT7);  J (JT=J7); con [Jj, Ji] = i€jkm Im
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2.13.1 Esempio 1: la rappresentazione di spin 1/2

In questo caso la dimensione d della rappresentazione ¢ d = 25 +1 = 2 e
Dinvariante di Casimir J? vale j(j + 1) = 21, dove abbiamo indicato con I
I'identita in due dimensioni.

Iniziamo adesso a costruire J3. Esso potra avere solo i due autovalori :t%
e dunque, nella base dei suoi autovettori organizzati per autovalore descre-
scente, sara pari a

1/ 1 0
Js =5 < 01 > (2.13.463)

Veniamo ora alle matrici che rappresentano, nella base suddetta, gli operatori
J*. Dovra aversi

1
JH+>=0>; J'|->=NZ+> (2.13.464)
2
1
J|=>=0> J |[+>=N7|-> (2.13.465)
2
dove
11 1 11\ /1 1 1
N =—V(j j — D=4/l +2)(z—2+1)=—= (2134
; \/5\/(]+m)(j m+ 1) \/é\/(2+2> <2 2+> 7% (2.13.466)
e dunque
1 /0 1 1 /0 0
+_ = . -_ =
J _\/5(0 0), J \/§< . 0) (2.13.467)
ovvero
1. . 1/0 1
= — == 2.13.4
Ji ﬂ(J +J7) 2<1 0) (2.13.468)
Jo = e —gty=i( 0 (2.13.469)
V2 2\ i 0

Si riconosce facilmente qualcosa che potevamo certo attenderci..., ovvero che
i generatori della rappresentazione di spin 1 sono semplicemente la meta

2
delle matrici di Pauli:

1
Ji = 5 o (2.13.470)

Nella base canonica degli autovettori di J3, nel caso di spin j = %, abbiamo
quindi che le matrici della rappresentazione sono cosi fatte

U(@) = U(07) = e277 = cos (g) I+ifi-& sin (g) (2.13.471)
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In particolare abbiamo

Uz

1 0 . 0 1
U(Q,0,0)—c089/2< 0 1>+zsm9/2< 1 0>_
cos /2 isinf/2

= (5o i)

B B 10 | .. 0—i)
U, = U(O,G,O)-cos@/Q( 0 1)+zsm9/2< ; 0)-
(

cos /2 sin 0/2
—sinf/2  cos6/2

B B 10\ .. 10\
U, = U(0,0,9)0080/2< 0 1>—|—zsm€/2< 0 _1>

ei0/2 0
_ < ‘ e—i9/2> (2.13.474)
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2.13.2 Esempio 2: la rappresentazione di spin 1

Nel caso della rappresentazione di spin j = 1, I'invariante di Casimir J2
vale j(j + 1)I = 2I, la dimensione dello spazio vettoriale in cui gli operatori
agiscono ha dimensione d = 25 4+ 1 = 3 e quindi i generatori Ji sono rappre-
sentati da matrici 3 x 3.

Gli autovalori di J3, dovendo andare dam =j=1am = —j = —1 a step
di una unita, sono +1, 0 e —1 e dunque, nella base (ortonormale) fatta dai
corripondenti autovettori, risultera

1 0
J3 = 0 O
0 0 —

(2.13.475)

—_ o O

Veniamo adesso agli operatori J*: sulla base di quanto abbiamo detto in
generale, nel nostro caso avremo

0 Nf 0

Jt=1 0 0 N} (2.13.476)
0 0 0
0 0 0

Jo=| N0 0 (2.13.477)
0 N 0

dove, dalla definizione secondo cui Nj, = %\/(] +m)(j —m + 1), abbiamo

1

Nl=—V2.1=1 2.13.478
1 \/i ( )
1
Nl=—V1.2=1 2.13.479
0 \/ﬁ ( )
e dunque
0 1 0 0 0 0
Jtf=(o0 o 1}|; J =1 0 0]; (2.13.480)
0 0 0 0 1 0
per cui, quanto ai generatori Jj e J2, abbiamo
0 1 0
J :i(J++J—)=i 1 0 1 (2.13.481)
0 1 0
; ; 0—-1 0
Jy=—J —=JH)=—1 0-1 2.13.482
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Ma noi avevamo gia trovato una rappresentazione di SU2 in uno spazio
a dimensione tre: la Rappresentazione Aggiunta RA, i cui generatori sono

(T e = (Tk) = =i ehyun (2.13.483)
ovvero
_ 0 0 0Y _ 0 0 i\ 0—i 0
Ji=| 0 0-i);h={( 00 0];h=(i 0 0| (213484
0 2 —i 0 0 0 0 0

Qual ¢ il legame fra le due rappresentazioni 7

Si tratta semplicemente della stessa rappresentazione ma vista in due basi
differenti.

La base della rappresentazione "canonica", come si é visto, & fatta dagli
autovettori di J3.

Vediamo che forma essi assumono nella base "cartesiana" della RA. E’ facile
vedere che all’autovalore m = +1 corrisponde 'autovettore normalizzato

1

«
+>=—1 1 2.13.485
+>= (2.13.485)

dove « ¢ una fase a priori qualsiasi, da fissare.
All’autovalore m = 0 corrisponde invece l'autovettore normalizzato
3 0
0 >= — 0 (2.13.486)
V2 V2

dove S é ancora una fase qualsiasi da fissare.
Infine, all’autovalore m = —1 corrisponde 'autovettore normalizzato
5 1
- >=— —1 2.13.487
-5 - (2.13.457)

essendo v una fase a priori qualsiasi, da fissare.

I tre autovettori, corrispondendo ad autovalori diversi, sono fra loro ortogo-
nali e quindi, essendo normalizzati (indipendentemente dalle fasi «, 5 e ),
costituiscono una base ortonormale dello spazio vettoriale.

Il cambiamento di base, fra quella cartesiana della RA e quella canonica
degli autovettori normalizzati di J3, & descritto dalla matrice unitaria U
seguente

Q 0 v 1 o —ia* 0
U=—|ia 0 —iy |=2U0=UT=—1| 0 0 V2 | (2.13.488)

v vy
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La trasformazione dalla base cartesiana a quella canonica sard descritta,
quindi, dalla trasformazione di verosimiglianza

Jy =UVJL, U (2.13.489)

Iniziamo da J3: si ha (si ricordi che «, 3 e v sono fattori di fase ...)

1 0—7 O « 0 ol
Ul = —Uf[ i 0 o0 a0 —iy | =
2 0 0 0 0 AVZ 0
1 of —ia* 0 a 0 —v
= 2( 0 0 ﬁ*ﬂ) i 0 iy | =
v oyt 0 0 0 O
1( ol +]al?> 0 —a*y+a'y
= 5 0 0 0 =
ay' —ayt 0 =[PP
1 0 0
= 0 0 0 |=Js (2.13.490)
0 0-1

e non poteva essere altrimenti, visto che la trasformazione di verosimiglianza
definita da U ci fa passare nella base "canonica" degli autovettori di Js.
Ma veniamo adesso agli altri generatori e iniziamo con J;. Risulta

) . 0 0 0 a 0
Uthu = —U'[ 0 0—i a0 —iy | =
V2 0 i 0 0 V2 0
o —ia* 0 0 0 0
= -]l 0 0 V2 0 —ifvV2 0 | =
AN 0 —a 0 ¥
. 0 —aBvV2 0
= 3 —afV2 0 B2 | =
0 ByV2 0
1 0 —a*p 0
= — | —aB* 0 p* (2.13.491)

V2 0 By* 0

Affinché questa matrice coincida con quanto trovato per la rappresentazione
canonica, ovvero

1 0 1 (2.13.492)
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& necessario, evidentemente, che risulti

Ma vediamo adesso che succede per Jo. Si ha

- 1 0 0 =1 « 0 ¥
Ul = —U'[ 0 0 0 ia 0 —iy | =
V2 —i 0 0 0 V2 0
L[ o~ 0 0 iBv2 0
= 5[0 o B*V/2 0 0 0 | =
¥yt 0 —ta 0 —ay
0  ia*BV2 0

= —iaf*V2 0 -2 | =
0 iy V2 0
0 a*p 0

= 2| —apr 0 -pBy (2.13.494)
V2 0 pv* 0

e, se valgono le scelte di fase di cui alla (2.13.493), allora abbiamo

. ~1 0
Ulhu=-"1|1 0 -1 |=p (2.13.495)
V2 o 1 o

Dunque, per ottenere dalla RA la rappresentazione "cartesiana", occorre
fissare le fasi degli autovettori di J3 secondo la (2.13.493), ovvero, assumendo
per comodita 8 = 1, occorre porre « = —1 e y = 1.

Questo corrisponde a stabilire che

-1 0 1

1 1 1
+>=— | —i |;0>=—| 0 |; |->=—| —i 2.13.496
! 7 | 7 \ 7 ( )
0 2 0
da cui
. -1 0 1 . -1 i 0
U=—| —i 0 —-i |=2U0=U0"1=—" 0 V2 | (2.13.497)
V2 0 V2 0 V2 1 4 0

Veniamo adesso alla forma esplicita delle matrici della rappresentazione.
E’ conveniente iniziare ponendoci nella base cartesiana, laddove, come gia
detto, abbiamo che

(Jk),,, = —i€kmn (2.13.498)
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Formalmente, la matrice della rappresentazione di spin j = 1 che corrispon-
de®® all’elemento U (@) € SU2 ¢ dato da

<~y

R(@@) = (2.13.499)

Iniziamo osservando che le matrici J; sono tutte immaginarie pure, quindi,

definendo

M=iJ = (M), = €omn (2.13.500)
le matrici M} sono reali e risulta

R(a@) = ™M (2.13.501)
da cui risulta evidente che le matrici R(@) sono reali: si tratta delle matrici
del gruppo SO(3), fatto appunto dalle matrici 3 x 3 ortogonali reali con
determinante uguale all’'unita, le quali, come sappiamo, descrivono appunto
le rotazioni nello spazio tridimensionale.

Abbiamo infatti che, essendo le matrici M antisimmetriche, cioé tali che

M}, = —Mj, si ha
¢ ani\' _ —ani 1
R(d@)" = (e“' ) =e "M = (R(a)) (2.13.502)

che dimostra come le R(@) siano matrici ortogonali reali.
Esse hanno poi, evidentemente, determinante uguale all’unita poiché

T (@ 0) = a;Tr (M) = 0 (2.13.503)

Vediamo adesso come esse descrivano le rotazioni nelle tre dimensioni.
Assunto al solito che @ = 67, abbiamo

R(@) = @M = (f7M (2.13.504)
Definiamo allora per comodita

A=qi-M (2.13.505)

11l
Su

per cui risulta che

1 1 1 1
R(O7) = P4 =T+ 04+ 5(9/1)2 + §(9A)3 + E((‘)A)“ + E<9A)5 + ... (2.13.506)

%88i ricordi che SU(2) e SU2 sono fra loro isomorfi, essendo SU(2) una rappresentazione
fedele del gruppo astratto SU2.
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Ma

(A)jr = ns(My)jx) = ns €
(A% ik = Ns€sjm Nt €mk = —Ns Nt €sjm €tk = —Ts Nt (0501 — Osk0jt) = — 0k + Mj My
(A = (AY)s(A)sk = (=0js + 1y ns) Ny €k = —Ny €ji + 1y s Ny €5k = —(A) ji
(AN = (A%)js(A)ak = —(A)s(A) sk = —(A)ji
(A)jr = (AYjs(A)ae = —(A%)js(A) sk = — (A% = (A)jn

per cui risulta

R(OR) = e’ =T+0A+ %9%42 + %93143 + %94144 + %95,45 + .=

63 6 , (6% 0
= I—|—A<9—3!+5!—|—...)+A (2!—4!+...>:
= T+ Asinf+ A%(1 — cosb)

= (R(Gﬁ))jk =i +sinf Aji + (1 — cos 9)A?k =
Ok +sinf egjpns + (1 — cos0)(—=d1 + njny)
= 0ji cos b + €45 ng sinf + njng (1 — cosh) (2.13.507)

Consideriamo adesso il caso in cui il versore 7i ¢ parallelo agli assi coordinati.
Iniziamo assumendo 7 = 7i, = (1,0,0): si ha

(R(H,0,0))jk = 0ji cosO + €1k sinf + 6;1051(1 — cos ) =

1 0 0
= 0 cosf)  sinf (2.13.508)
0 —sinf cosft

che descrive una rotazione antioraria passiva®® di un angolo 6 intorno all’asse
x, ovvero intorno al versore 7i,.
Analogamente, se adesso assumiamo 7 = 7i, = (0, 1,0), si ottiene

(R(O, 0, 0))jk = 0ji cos O+ €1, sinf + 6;2052(1 — cos ) =

cos 0 —sinf
= 0 1 0 (2.13.509)
sin @ 0 cos b

che descrive una rotazione antioraria passiva di un angolo # intorno all’asse
y, ovvero intorno al versore ii,.

59Ricordiamo che, per rotazione, le coordinate di un punto possono cambiare o perché
la rotazione ¢ effettuata sul punto stesso, con gli assi coordinati tenuti fissi (rotazione
attiva), oppure perché, tenendo fermo il punto che stiamo osservando, si ruota il sistema
di riferimento (rotazione passiva).
Le matrici che rappresentano queste due situazioni sono una ’inversa dell’altra.
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Infine, se assumiamo 7 = 7, = (0,0, 1), si ottiene

(R(O,H, 0))jk = Jji cost + egji sinb + 6;30,3(1 — cos ) =

cos sinfd 0
= —sinf  cosf 0 (2.13.510)
0 0 1

che descrive una rotazione antioraria passiva di un angolo € intorno all’asse
z, ovvero intorno al versore 7i,.

Osserviamo adesso che la rappresentazione di SU2 che stiamo conside-
rando (di spin j =1 ...) non é fedele. Abbiamo infatti che se 7 & un versore
qualsiasi ed 1 = —7i il suo opposto, allora

Va:0<a<rt R((m+a)id)=R((r—a)n) (2.13.511)

I due elementi diversi di SU?2, individuati dai parametri (7+ )7 e (7 — a7,
con 0 < a < 7, vengono rappresentati nello stesso elemento di SO(3).

Lo spazio dei parametri per descrivere gli elementi di SO(3), cioé il gruppo
delle rotazioni ordinarie in tre dimensioni, ¢ dunque limitato ai punti del-
la sfera di raggio m e non 2w come per SU2. In questo modo accade che
punti diametralmente opposti sulla superficie della sfera descrivono la stessa
rotazione, ovvero una rotazione di 7 intorno all’asse 7, oppure ancora di m
intorno all’asse —7i. L’insieme dei parametri ¢ compatto ed € anche connes-
so, ma non € semplicemente connesso, infatti una curva che connetta due
punti diametralmente opposti sulla superficie della sfera é chiusa in quanto
i due elementi estremi identificano la stessa rotazione, perd la curva non é
riconducibile a un punto. Nello spazio dei parametri (sfera di raggio m) esi-
stono due classi di curve chiuse omotope, cioé che possono essere deformate
con continuitd una nell’altra: in un caso esse possono essere ridotte a un
punto (se non toccano la superficie esterna oppure se lo fanno in un numero
di casi multiplo di 4), nell’altro caso no (se toccano la superficie esterna in
un numero di casi uguale a 2 + 4n con n intero non negativo), pur essendo
anche queste ultime equivalenti fra loro, ovvero deformabili con continuita
una nell’altra.

Il gruppo SO(3) & duplicemente connesso, come tutti i gruppi SO(n) e,
pur avendo la stessa algebra di Lie di SU2, non coincide con il gruppo di
ricoprimento universale individuato dall’algebra che ¢, appunto SU2.
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Dimostriamo adesso direttamente che (.J;) si trasforma come un vettore.
Si tratta di un caso particolare (cfr.(2.8.214)) di quanto visto in generale per
i generatori delle rappresentazioni irriducibili dei gruppi compatti in termini
della RA.
Se R é una qualsiasi matrice di rotazione, ovvero un qualunque elemento di
SO(3), allora

RJ; R = Ry; Ji (2.13.512)
Risulta infatti
(RJ; RY), = Rk (Ji)ks Ry = Rk (J)ks Rns =
= —i Ry €jks Bns (2.13.513)
D’altronde, il tensore completamente antisimmetrico €;;, = —Cjj soddisfa

la condizione (cfr.(2.8.188))

€kmn Rik Rjm Rin = €51 (2.13.514)
per cui abbiamo che
—1 Ry €jks R,s = —i 5jt €tks Fns R = —1 thRvj €tks Fns Rk =
= —i Rvj €tks Bot R, Rps = —1 Rvj €omn =

che, insieme alla (2.13.513), dimostra appunto la (2.13.512). Una conseguen-
za diretta di questo risultato é che, per qualunque rotazione R, risulta

Rei§~jR—l _ (REIR?

<y

i0; RIR™ _ i0; Ryy Ji _ i (RO):

—e (2.13.516)

essendo appunto®®

—

(RR0); = Rj) O (2.13.517)

608i osservi che in SO(3) la relazione (2.13.512) pud essere dedotta anche direttamente,
infatti si ha

(R 6i§»f Rfl)

R (¢ ‘”) R

Rii; [c080 0km + $in0 €gmn nn + (1 — co8) ni, Nm| Rjm =

= cosOR;k Rjk + $in €xmn n Rik Rjm + (1 — c0s0) Rik nis Rjm Nim

ij

e usando I'dentita (2.13.514), otteniamo quindi
€kmn Nn Rik ij = €kmn MU 5anzk ij = €kmn N Rsi Rsn Rik ij = €ijs Rgny

per cui, sostituendo, risulta

(R eifJ Rfl) = i cos8 + €55 (RiT)s sinf + (1 — cosh) (Rit):(R7);

ij
_ (ei (R§>J>
ij
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Un’altra proprieta utile da conoscere riguardo alle matrici R discende dal
fatto che, come gia osservato, la generica matrice di rotazione R di SO(3)
risulta legata esplicitamente al vettore 6 =07 che la individua, nel modo
seguente

R;j = <ei9ﬁ'i) = cost 0;; + sinb €jpng + (1 — cosf)n;n;  (2.13.518)
ij

e da questa relazione ¢ immediato che, se 71, U, W costituiscono una terna
cartesiana ortonormale destrorsa (i.e. W = 7i x %), allora si ha che

o Rin; =n;cosl + €ningsing + (1 —cosh)n;njn; =n;

o Rijv; =v;cost + €jpvingsind + (1 —cosf)n;n;vj =
= v;cos — (il x U); sinf = v; cosd — w; sind

essendo, per ipotesi, njn; =1 e n;v; = 0.

Questi risultati significano semplicemente, che la rotazione (di ampiezza
0, come si ¢ visto nei casi sopra considerati) avviene intorno al vettore 7 il
quale, percio, rimane inalterato.

Fino a questo momento abbiamo studiato la rappresentazione di spin
j = 1 nella base cartesiana, dove i generatori sono i J;, dati dalla (2.13.484).
Cosa possiamo dire se analizziamo gli elementi della rappresentazione
nella base canonica degli autovettori di Js 7
Per farlo, basta usare la trasformazione di verosimiglianza (2.13.489).
Nel caso, per esempio, della generica rotazione intorno all’asse z di cui alla
(2.13.510), abbiamo che, nella base canonica, &

cos 6 sinfd 0
R, = U'[ —sinf cos§ 0 | U (2.13.519)
0 0 1

Il risultato ottenuto é anche facilmente giustificabile da un punto di vista strettamente

geometrico. Risulta evidente, infatti, che la rotazione R €%’ R™! lascia invariante il
vettore RO e si dimostra anche facilmente che alle due rotazioni corripondono poi la
stessa ampiezza di rotazione. Questo accade perché 'ampiezza dell’angolo di rotazione é

direttamente legata alla traccia della matrice, essendo Tr(ew‘j) =1+ 2cosé.
Ma, risultando evidentemente che

Tr(R e 0.7 R_l) = Tr(ei g‘f)

ne concludiamo che 'ampiezza della rotazione descritta da R % 7 R~ risulta la stessa
ig.J

di quella descritta da e , che & appunto quanto volevamo dimostrare.
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e dunque, data la (2.13.497), risulta

1 cos sin 6 0 -1 0 1
R, = — yut —sinf cosf O —1 0 —1 =
V2 0 0 1 ( 0 V2
Lf 1 i 0 —a‘@ 0 e_w'
= 5 0 0 V2 —ie® 0 —ge i | =
1 i 0 0 V2 0
e 0 0
= 0 1 0 (2.13.520)
0 0 e

che coincide, naturalmente, con ¥/ (si ricordi la forma diagonale di J3 nella
base canonoica in cui stiamo operando ...).

Meno intuitive sono le rappresentazioni delle matrici che descrivono rotazioni
intorno all’asse x o y. Iniziando dall’asse z, si ha

1 1 0 0 -1 0 1
R, = —U'[ 0 cos sin 0 —1 0 —1 =
V2 0 —sinf cosf 0 V2 0
1 -1 1 0 -1 0 1
= 3 0 0 V2 —icosf V2sinf  —icosf | =
1 7 0 7sin 6 V2 cos6 7sin @
1+cosf isin @ —1+cos6
2 V2 2 ,
= BRO cosf PRE | =0 (2.13.521)
—1+cos 6 isin @ 1+cos6
2 V2 2
Passando ora all’asse y, abbiamo
1 cos 0 —sind -1 0 1
R, = —=U'[ 0 1 0 - 0 —i | =
V2 sin 6 0 cos b 0 V2 0
1 -1 1 0 —cosf —+/2sinf  cosf
= 3 0 0 V2 —1 0 —1 =
1 ) 0 —sind V2 cos 6 sin 6
1+cosf sin 6 1—cos 6
2 V2 2 .
- — s cos f) v (2.13.522)
1—cosf __ sinf 14-cos 6
2 V2 2

Si osservi che R, ¢ una matrice reale: questo ¢ vero per qualsiasi spin se
si lavora nella base canonica degli autovettori di Js.
Il motivo é che, in questa base, Js é rappresentato da una matrice puramente
immaginaria e quindi 'esponente di e??”2 & una matrice puramente reale.
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In molti casi, per individuare una rotazione, invece dei parametri rap-
presentati dal vettore d@ si preferisce usare gli angoli di Eulero o una loro
rivisitazione. Siccome ci sono varie definizioni di questi angoli, ricordiamo
di seguito la definizioneb! che useremo, differente da quella gia illustrata in
precedenza per renderla pitu adatta all’uso per le rappresentazioni di SU2.
Avendo assunto che Ox1xox3 sia un sistema di coordinate ortogonali destror-
s0, la successione delle tre rotazioni é definita nel modo che segue.

e Si procede con una rotazione antioraria di un angolo a (0 < a <
27) attorno all’asse Ox3. Indichiamo con O&;&2&s la terna prodotta a
partire da Ozyz.

o Si effettua una rotazione di un angolo 8 (0 < 5 < 7) intorno all’asse
0&,%2. Sia Onymans la nuova terna cosi ottenuta..

e [’ultima rotazione di angolo v 0 < v < 27 ¢ effettuata intorno all’asse
Ons e da luogo alla terna finale Oz zhat.

La rotazione (passiva) caratterizzata dagli angoli di Eulero (a, 3,7) sara
indicata con R(«, f,7). Abbiamo

R(a, B,7) =
COS 7y siny 0 cos 3 0 —sing cos & sina 0
= —siny cosy O 0 1 0 —sina  cosa 0 | =
0 0 1 sin 3 0 cos 3 0 0 1
cosacosfcosy —sinasiny —cosacosfsiny —sinasiny cosasinf
= sina cos fcosy +cosasiny —sinacosfsiny + cosacosy sinasinf
—sin B cosy sin 3 sin «y cos 3
(2.13.523)

Dati gli angoli di Eulero (a, 8,7) e quindi data la matrice di rotazione di
cui sopra, i parametri 6 e 77 che la individuano si possono ritrovare utilizzando

la (2.13.507). Risulta

1
cosf = 3 [Tr(R)—1] (2.13.524)
—1

S1Cfr. A Galindo, P. Pascual: "Quantum Mechanics", pag 206 e seguenti

52Nella definizione consueta degli angoli di Eulero, questa seconda rotazione ¢ fatta
intorno all’asse O&;. Ovviamente non c¢’é nulla di particolare in questa scelta e quella di
O¢2 & altrettanto valida. Preferiamo la scelta di farla intorno al secondo asse perché Js é
puramente reale e questo semplifica il risultato.
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Come abbiamo avuto modo di osservare, I’espressione ottenuta si riferisce
a una trasformazione passiva e le rotazioni sono fatte rispetto ad assi che non
sono dello stesso sistema di riferimento: esclusa la prima, non appartengono
al riferimento "fisso". Esplicitamente abbiamo infatti

R, B,7) = €7 e s (2.13.526)

Vediamo ora come possiamo riscrivere la rotazione, usando pero solo gli assi
del riferimento Ox1xoxs. Per la (2.13.516) abbiamo visto, in generale, che

R g1 — Ji(R)-T (2.13.527)

dunque, essendo l'asse O&; il risultato della rotazione R(a) = e!@/3 del
riferimento iniziale, relativamente all’asse Oz, potremo scrivere

ePer = i3 ¢if T2 gmiods (2.13.528)
Analogamente avremo che
ez = Bl ¢V es =iy (2.13.529)
per cui abbiamo il primo risultato che

R(aaﬁ7r}/) = ei’YJWS eiBJQ eian _

_ (ezﬂJ52 o e e—i,BJ52) oBJey picds —
= e e olads (2.13.530)
Usando la (2.13.529), abbiamo infine che

R(a, B,y) = (eian 1B T2 e—ian)(eian o3 e—ian) plods _

eian eiﬁJz ei“{JS (213531)

dove, adesso, le rotazioni sono tutte in termini dei generatori che le descrivo-
no nel primo riferimento assegnato, dimostrando in particolare che ottenia-
mo la stessa rotazione R(a, 3,7) se le tre rotazioni di Eulero sono effettuate
intorno agli assi cartesiani originali, ma in ordina inverso.

Questa parametrizzazione delle rotazioni risulta la pit utile nello studio
delle rappresentazioni irriducibili di SO(3) e del suo gruppo di ricoprimento
universale SU2.
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2.13.3 Le matrici D?, ed

Abbiamo visto che, nella base ortonormale dello spazio vettoriale sede della
rappresentazione irriducibile di SU2 che intendiamo considerare, costituita
dagli autovettori di J3 ordinati per autovalore decrescente (base canonica),
abbiamo®® (cfr (2.13.455), (2.13.459) e (2.13.460))

(V1) i = \}5 [N%; St 1m + N2, 5m/,m+1} (2.13.532)
(JZ)m/m = \;§ |:Nrjn 5m’+1,m - NZ’L’ 6m’7m+1i| 2 (213533)
(J3) 0 = M O (2.13.534)

Consideriamo dunque la matrice D che, nella base canonica, corrisponde
all’elemento del gruppo individuato dagli angoli di Eulero (a, 3, 7).
Evidentemente avremo

Di(a, B,7) = '3 B2 73 (2.13.535)

dove le Ji sono le matrici che rappresentano i generatori del gruppo nella
base canonica relativamente alla rappresentazione di spin j considerata.
Ma, evidentemente, vista la base scelta, le matrici €’*/3 e €?7/3 sono diagonali
e dunque

DJ (Oé, /87 V)m’m = < j7 r”n’/|€iOéJ3 ei/BJQ ei’ng ’ja m>=

= oM e <o/ |25 m > (2.13.536)

Per determinare ’elemento di matrice DJ (0, B,7)mm cl siamo cosi ricondot-
ti a dover esplicitare solo gli elementi di matrice di ¢?/2 che, essendo Jy
immaginaria pura, sono reali. Seguendo Wigner%* si definisce

& (B) =< |72 j,m > (2.13.537)
per cui possiamo scrivere che
DI (e, B, )mm = €™ V™ dl,(B) (2.13.538)

. , . . g .
La formula generale che fornisce I’espressione di d) , (3), determinata da
Wigner, ¢ la seguente

&, (B) = VG+m) (G —m) (G+m)l (G —m)!-

(=" '
;(j—m’—n)! (j+m—n)! (m' —m+n)! nl

2j+m—m/—2n m'—m-+2n
(cos g) <sin g) (2.13.539)

6391 faccia attenzione all’inversione dei due indici ...

54E P. Wigner: "Gruppentheorie und ihre Auwendung auf die Quantummechanik der
Atomspektren" (1931) tradotto come "Group theory and its application to the Quantum
Mechanics of Atomic spectra" (1959)



122 CAPITOLO 2. APPROFONDIMENTI DI TEORIA DEI GRUPPI

dove la somma sull’indice n ¢ fatta su tutti gli interi non negativi per i quali
gli argomenti di tutti i fattoriali restano non negativi.
Di seguito riportiamo alcune interessanti proprieta degli elementi di matrice

&, (8) = (=1)"mdl(B) (2.13.540)
&mB) = & . (B) (2.13.541)
@(B) = s (—B) (2.13.542)
&(B) = (1Y, (7w =) (2.13.543)
@y (0) = G (2.13.544)
@@ = (1) (2.13.545)
&, (B+2m) = (-1)Fd, (B) (2.13.546)

Si osservi che

e se j ¢ intero, allora possiamo limitare il campo di variabilita di 8 fra 0 e
2, poiche la (2.13.546) stabilisce che, in questo caso, ¢ &, (8+2m) =

&, (B);

e se j ¢ semidispari, allora abbiamo d‘jn,m(ﬁ—l-Qﬂ') = —dzn,m(ﬁ) e il campo
di variabilita di 8 deve essere da 0 a 4.

Un risultato importante circa le proprieta di ortogonalita®® degli elementi

di matrice D7 ¢ il seguente

. , 1
dove R, parametrizzato con gli angoli di Eulero (a, 3,7), ¢ tale che

dR = da sin S df dy (2.13.548)

con (3 compreso fra 0 e m, a e v compresi fra 0 e 27 se j e j' sono entrambi
interi, altrimenti fra 0 e 4.

Riguardo infine ai valori degli elementi della matrice d’, gia ne abbiamo
determinata direttamente ’espressione per gli spin j =1/2 e j = 1.
Abbiamo visto, infatti, per esempio, che per j = 1/2 e quindi per Jo = %,

risulta
d%(ﬁ) = €% =T cos (g) + i 09 sin (g) =

8 gn 8
= ( €83 Sy ) (2.13.549)
— Sin b COS 3

55M. Tinkham: "Group theory and Quantum Mechanics", 1964
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e dunque, secondo la definizione data, é

di(ﬁ) = cosgzdi_l(ﬁ) (2.13.550)
d%_;(ﬁ) = sing =—dil(5) (2.13.551)

1
Proviamo, per prova, a calcolare d? , () con la formula di Wigner (2.13.539).
2 b

1
2
Dobbiamo assumere j = m/ =m = % E’ immediato che la somma si riduce

al solo addendo corrispondente a n = 0 perché qualunque n > 0 renderebbe
negativo 'argomento del fattoriale (j — m’ — n). Dunque

1 0
,(B) =v1tol1to! ()'(;10)'00' <cos g) <sin g) = cosg (2.13.552)

in accordo con la (2.13.550).

1
Passiamo adesso a valutare d? (), ovvero al caso in cui j = m/ = § e
i

d

N[ N[

m = —%. Di nuovo, 'unico addenso é quello che corrisponde a n = 0 per via
che, altrimenti, la quantita (j — m’ — n) diventa negativa. Quindi

(8) = V10l 01! 0 (Y () = (2.13.553)
S ororaror \ 52 2 g =
in accordo con la (2.13.551).

1
Non staremo a calcolare i termini dipendenti da questi due, ovvero d*

d

SIS

_1
2

(8)

1
e d?,,(8), bensi passeremo a considerare ’altro caso gia determinato diret-
—11

[NIES
I

tamenzte, ovvero quello relativo allo spin j = 1. Abbiamo trovato che, con la
terminolgia di adesso, (cfr. (2.13.522))

1+cos 3 sin 8 1—cos 3
‘ 2 V2 2
=gl (@)= - cosp L (2.13.554)
lcosf  _ smf  licos
2 V2 2

Non staremo a calcolare tutti i termini, ma, come in precedenza, calcoleremo
solo quelli indipendenti. Iniziamo da

d(B) = ———==d',_, (2.13.555)

Vediamo dunque cosa fornisce la formula di Wigner quando j = m’ =m = 1.
Di nuovo, poiché j = m/, 'unica possibilita affinché il termine j —m' —n
non sia negativo é che n = 0. Abbiamo quindi che

2 0 2
dh(ﬁ) = m%(cosi) (sing) :<cos§> =

1
_ +;085 (2.13.556)
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in accordo con quanto ci aspettavamo. Occupiamoci adesso di calcolare
sin 8
V2
In questo caso abbiamo j = m’ = 1 e m = 0: poiché j = m/, di nuovo,

la somma che compare nell’espressione di Wigner é fatta dal solo addendo
relativo a n = 0. Si ha

1 1
(8 = varormm D <cosﬁ> <sm5) V3ot sinb -

dip(B) = = dy1(8) = —dgy (B) = —dL14(B) (2.13.557)

oririro! 2 2 2 2
- Sinff (2.13.558)
in accordo con il risultato diretto (2.13.554). Occupiamoci adesso di
di_1(8) = w —d' (2.13.559)
In questo caso abbiamo j = m’ =1 e m = —1: anche in questo caso, per il

solito motivo, nell’espressione di Wigner ¢é presente solo il contributo relativo
a n = 0. Abbiamo quindi

0 2 2
dl_(B) = \/mol(o!;)!oo!<cos§> (sing) :<sin§> =

1—
- 7205 b (2.13.560)

in accordo con il risultato diretto (2.13.554). Occupiamoci infine di
dbo(B) = cos 3 (2.13.561)

In questo caso abbiamo j = 1 e m’ = m = 0 e i soli possibili valori dell'indice
nsonon=0en=1. Siha

doo(B)

2 2
- (cos§> —<sin§> =cospf

_1)0 2 0 _1\1 0 2
VI [151‘10)'0' <cos g) <sin§) +0'(0'11)'1' (COS§> <sin§> ] =

(2.13.562)
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2.13.4 Esempio 3: la rappresentazione di spin j = %

Sulla base di quanto abbiamo gia appreso, la matrice J3, nella base canonica
|7, m >, avra la forma seguente

50 0 0
0 3 0 0
Js = 2 (2.13.563)
0 0 -5 0
o 0 o0 -3
e quindi la matrice e®/3 sara anch’essa diagonale e pari a
ez 0 0 0
gieds — [ 0 exm 00 (2.13.564)
0 0 e 2 0
31
0 0 0 e 2¢

1
Ji=—(J +JT); J
1 \/5( + ), 2

e, sulla base di quanto gia detto, risulta

3
0 N3 0 0
° 3
2
Jt = 00 Né 30 (2.13.566)
0 0 0 N2,
2
0 0 0
0 0 0 0
3
Ni 0 0
2
- = 3
J 0 NP 0 0 (2.13.567)
2 3
0 0 N?* 0
2
dove, come abbiamo imparato
NJ, = L\/(j+m)(j—m+1) (2.13.568)
V2
e quindi
3 /3 3 3 V3
N2=2Y-. N2=+2 N2, =21° 2.13.569
= M T (2:13.569)



126 CAPITOLO 2. APPROFONDIMENTI DI TEORIA DEI GRUPPI

per cui risulta infine

0 V3 0 0
11 vV3 0 2 0

Ji = 51 o0 o 0 3 (2.13.570)
0 0 V3 0
0 —v3 0 0
il V3 0 =2 0

Jy = 3| o ) 0 -3 (2.13.571)
0 0 V3 0

6311 calcolo, attraverso la formula di Wigner, degli elementi della matrice
d2(f) conduce a (riportiamo di seguito solo i termini indipendenti)

dgg(ﬁ) = WCOS(B/% (2.13.572)
d;(ﬂ) _ —\/éwsm(m) (2.13.573)
d%_%(ﬂ) = ﬁymsw/z) (2.13.574)
dg,g(ﬂ) = —ﬁ sin(3/2) (2.13.575)
d;(ﬁ) = WCOS(WQ) (2.13.576)
di_%(ﬁ) —% sin(3/2) (2.13.577)
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2.13.5 Esempio 4: la rappresentazione di spin j = 2

Nel caso della rappresentazione di spin j = 2, gli autovalori di J3 vanno da
42 a —2 e, quanto alla rappresentazione della rotazione intorno al terzo asse
nella base degli autovettori di J3 ordinati per autovalore decrescente, essa,
che ¢ naturalmente diagonale, risulta pari a

2t 0

g

el
iaJs —

0
0
0 (2.13.578)
0

oS o oo
S o o

Allo scopo di determinare J; e Jo, iniziamo dalle espressioni di J=.
Sulla base di quanto gia conosciamo, si ha

0 N2 0 0 0
0 0 N2 0 0
Jt=10 0 0 N} O (2.13.579)
0O 0 0 0 N2
O 0 0 0 0
O 0 0 0 0
N} 0 0 0 0
J- =10 N2 O 0 0 (2.13.580)
0 0 N} 0 0
0O 0 0 N2, 0
dove, usando ’espressione ben nota per cui N, = % \/(] +m)(j—m+1),
abbiamo che
NZ=+v2 N?’=+3; N2=+V3 N? =12 (2.13.581)
Ma
1 i
J=—F4J +J"); Jo=—74(J -J" 2.13.582
1= G h= 5000 2
per cui risulta
0 v2 0 0 0
) V2. 0 V3 0 0
Ji=—| 0 V3 0 V3 0 (2.13.583)
210 0 V3 0 2
0 0 0 v2 0
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0 0 0
0 —v3 0 0
V3 0 —v3 0
0 V3 0 —v2
0 0 2 0

(2.13.584)

e quanto alla formula di Wigner per gli elementi (indipendenti) della matrice

d%(B), essa fornisce

d35 ()
d3, (B)

d30(5)

1+ cosp 2
(5%

—% sin 8 (1 + cos 3)

3
\/; sin? 3

—% sin (1 — cos f)

1—-cosp 2
(=)

w@wsﬂ— 1)

—\/g sin 8 cosf3

¥(2c056+1)

%(3 cos®> 8 — 1)

(2.13.585)
(2.13.586)

(2.13.587)

(2.13.588)
(2.13.589)
(2.13.590)

(2.13.591)

(2.13.592)

(2.13.593)
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2.14 Prodotto di due rappresentazioni irriducibili

Supponiamo che lo spazio vettoriale dove agisce il gruppo SU2 sia il prodotto
diretto (prodotto tensoriale) di due spazi vettoriali £ ed &, il primo fatto dai
vettori |a >, che si trasformano secondo la rappresentazione irriducibile Dy, il
secondo fatto dai vettori | >, che si trasformano secondo la rappresentazione
irriducibile Dy. Se |a; > & una base ortonormale nel primo spazio e |a; >
lo ¢ del secondo, allora, per definizione, |a; > |o; > & una base dello spazio
vettoriale £ ® &, prodotto diretto dei due.

Riguardo all’azione di SU2 sui vettori di questo spazio, per ipotesi si ha

D(@)la; > |aj > = (Di(@)]a; >) (D2(@)|a; >) =
= Dl(ﬁ)m Dg(a)sj |(Ik > \as > (214594)

L’operatore che agisce sulla base |a; > |a; > ha quindi componenti matriciali
date da D; (6)kz Dg(d)sj.

Allo scopo di determinare i generatori della rappresentazione prodotto con-
sideriamo una trasformazione infinitesima per la quale, evidentemente, si

ha

D1 (@)gs D2(@)s; ~ <I+ i J])k (I+ i f2> (2.14.595)

1 J

e dunque, al primo ordine nei parametri a, risulta
D1(@)g; ® D2(d@)sj ~ Iy @ Isj +a - [(ﬂ)kz @ Lsj+ I @ (jz)sj} (2.14.596)

dove abbiamo usato il simbolo ® relativo al prodotto diretto, per significare
che l'operatore a sinistra di quel simbolo agisce sui vettori dello spazio &1,
mentre l'operatore a destra agisce sui vettori dello spazio &;.

La (2.14.596) mostra che, quando si "moltiplicano" fra loro rappresentazioni
differenti, i generatori si sommano nel senso mostrato sopra (ognuno agendo
nel proprio spazio).

Per semplicita, nel seguito, invece di scrivere che

Jued) — ) @ 1@ 4 10 g j12) (2.14.597)
scriveremo pill concisamente che
J=Jue2 = j 4 ji2) (2.14.598)

intendendo pero quanto detto sopra.

Supponiamo ora che la rappresentazione Dy sia la rappresentazione irri-
ducibile di spin j;, agente nello spazio vettoriale £ di dimensione 2j; + 1,
mentre Do sia la rappresentazione irriducibile di spin js, agente nello spazio
vettoriale £ di dimensione 275 + 1.

Supporremo, senza che questo conduca a perdita di generalita, che j; > ja.
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Prendiamo ora come base ortonormale dello spazio prodotto tensoriale
& =& ® & quella ottenuta dal prodotto tensoriale delle due basi canoniche
in & e &, ovvero

|1, m1 > |j2, ma > (2.14.599)

Questo spazio vettoriale £ ha, ovviamente, dimensione N = (2j;+1)(2j2+1)

e la rappresentazione D di SU2, indotta in esso dalle rappresentazioni D; e

D5 nel modo descritto sopra, sara, in generale, (completamente) riducibile.
Vogliamo vedere come D si possa decomporre in somma diretta di rap-

presentazioni irriducibili.

Iniziamo osservando che i vettori della base (2.14.599) sono tutti autovettori

del generatore Js della rappresentazione D, infatti abbiamo

. . 1), . . . 2), .
J3|j1,m1 > |ja,me > = (Jgf )|Jl,m1 > ) |j2, ma > +|j1, My > ((JgE )|12,m2 >) =
= (m1+m2)|j1,m1 > |j2,mae >=
= mljr,my > |jo, ma > (2.14.600)

Poiché —j1 < my < j1 e —jo < mg < jo, 1 possibili autovalori m dell’opera-
tore .J3 saranno evidentemente compresi nell’intervallo —j1—jo < m < j1+79.
Abbiamo visto che le rappresentazioni irriducibili di SU2 possono essere "co-
struite" a partire dal vettore con 'autovalore M di J3 piu grande (per il qua-
le, quindi, Papplicazione a esso dell’operatore J* conduce al vettore nullo)
attraverso 'applicazione iterata dell’operatore J~ che, ogni volta, conduce
a un autovettore di J3 per un autovalore diminuito di una unita rispetto
all’autovalore relativo all’autovettore di partenza.

Questo accade finché non si raggiunge 'autovalore —M, sul cui autovettore
I’operatore J~ conduce al vettore nullo.

La catena di autovettori di J3 cosi costruita & fatta di autovettori simultanei
dell’operatore J? corrispondenti all’autovalore M (M +1). Dunque, lo spazio
vettoriale (invariante sotto J3, JT, J_ e quindi sotto tutti e tre gli operatori
J1, J2 e J3) cosi individuato ¢ sede della rappresentazione irriducibile di spin
M. Quindi, posto M = j; + j2 ecco che i vettori%®

M, M > = |ji1,j1 > [j2,J2 >, (2.14.601)
1
MM —1> = —— J°|M,M >, (2.14.602)
M
1
MM =2> = —— J"|[M,M 1>, (2.14.603)
N
M1
1 _
MM > = —— JIM-M+1>  (214604)
“M+1

568 ricordi che N, = \/W
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costituiscono una base ortonormale di un sottospazio £y C &, sede di una
rappresentazione irriducibile di spin M = j; + jo.

Pero questa non puo essere, in generale, la sola rappresentazione irriducibile
presente nel prodotto diretto considerato, non fosse che per il fatto che la di-
mensione dello spazio sede di questa rappresentazione, come sappiamo dalla
teoria generale, ¢ 2M +1 = 2(j1 + j2) + 1 = 2j1 + 2j2 + 1 mentre lo spazio
& ha dimensione (251 + 1)(2j2 + 1) = 4j1j2 + 251 + 2j2 + 1 ed & possibile
che queste due dimensioni coincidano se e solo se (avendo assunto j; > jo)
jo = 0. Se dunque j3 > 0, dobbiamo aspettarci che la decomposizione in
rappresentazioni irriducibili non si riduca solo a quella di spin M.
Osserviamo infatti che se prendiamo 'autovalore di Js uguale a

M —1 = j; + j2 — 1, un autovettore corrispondente a questo autovalore €&
presente nella rappresentazione di spin M, ma nello spazio £ ci sono due
autovettori indipendenti di J3 corrispondenti entrambi all’autovalore M — 1,
cioé |j1,j1 > |j2, 2 — 1 > e [j1,51 — 1 > [j2, 52 >.

Dobbiamo dunque aspettarci che una loro combinazione lineare sia nello spa-
zio Eyr, ma che 'autovettore a questo ortogonale individui, a sua volta, una
rappresentazione irriducibile di spin M — 1.

Vediamolo esplicitamente e iniziamo, per questo, osservando che

JT|\M,M > = NMIM,M—-1>=vVM|M,M—1>=
= (Jg i >) lizade > +liron > (Jgylize i) =
= Njlj, g1 — 1> |j2,52 > +NEZ[j1,j1 > [ja,j2 — 1 >=
= Vitling = 1> |2, g2 > +V2 i g1 > [y g — 1>

= [M,M —1>= jﬁl 1,1 = 1> [j2,j2 > +4/ ]MZ lj1, 71 > [j2,j2 — 1> (2.14.605)

Consideriamo ora il vettore

Jo .. o g1, . o
V2 g1 — 1> g2, g2 > =) 5= |j1, 01 > |z ja — 1> (2.14.606
% |71, J1 |j2; J2 7 1,91 > |j2, J2 ( )

Esso ¢ ortogonale a | M, M —1 >, ¢ autovettore di J3 per 'autovalore M —1, ¢
normalizzato e, se gli applichiamo 'operatore J ¥, otteniamo il vettore nullo,
come si puo verificareS” direttamente in modo immediato (vedi nota).

S"Infatti si ha

J* [\/ jMQ 71,1 = 1> |j2, 52 > —/ ]Ml 71,51 > |j2, ja —1>| =
jZle.. .. JU nrdor s s o
M Va lj1, 31 > |2, j2 > —\/%sz 71,51 > |2, j2 >=

\/%\/JT 71,1 > |2, J2 > —/ Jﬂl Va2 |1 gr > ljz, g2 >= 0 (2.14.607)
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Posto dunque

jo .. o T o
|M—17M—1>E\/jM\J1,J1—1>|327]2>—\/JM!J1711>|32,J2—1>

esso risulta essere il capostipite di una catena di autovettori di J3 per gli
autovalori M — 1, M — 2, ..., —M + 1, ottenuti a partire da esso attraverso
applicazioni successive di J~. Lo spazio da essi generato ¢ invariante sotto la
rappresentazione che stiamo considerando e quindi questi vettori costituisco-
no la base di un sottospazio di &£, che indicheremo con £y;_1, dove é definita
una rappresentazione irriducibile di SU2 di spin M — 1.

Abbiamo finito con la decomposizione ?

Per capirlo consideriamo la molteplicita degli autovalori di Js in £.

Gli autovalori m di J3, la loro molteplicita N nello spazio &, prodotto ten-
soriale di £(1) ed £(2), nonché il range degli autovettori corrispondenti a
quell’autovalore di .JJ3 sono riportati nella Tabella riportata sotto, nell’ipote-
si che j; > jo (altrimenti basta scambiare queste due quantita fra loro ...).

(2.14.608)

m ‘ N ‘ autovettori possibili
J1+j2 1 |71, 1 > |g2,j2 >
J1+72—1 2 l71, 71 — 1> |32, J2 >, |j1,71 > |i2, o — 1>
3

J1+Jj2—2 l71, 51 — 2> |j2,J2 >, ... |1, 51 > |j2,j2 — 2 >

J1—J2 2j2 + 1 | [j1,51 — 242 > |j2,d2 >, - |j1. J1 > |2, —J2 >

J2—n 2jo + 1 | |71, =71 > |32, 42 >, .. |j1, —j1 + 242 > |j2, —j2 >

—j1—J2+1 2 l71, =1 + 1 > |jo, —j2 >, |j1, —Jj1 > |jo, —jo + 1>
—Jj1 — J2 1 |71, —j1 > |j2, —j2 >

J1—J2+1 272 71,01 — 292 + 1 > |j2, jo >, ... |j1, 01 > |j2, —j2 + 1>

Ji—J2—1 | 2jo+1 | |j1,51 —2j2 — 1 > |j2,j2 >, ... |j1, 51 — 1 > |j2, —J2 >

J2—n—1 272 l71, =1 > |g2,J2 — 1>, .. g1, —J1 +2J2 — 1 > |2, —j2 >

—j1—ja+2 3 |71, —J1 +2 > [j2, —J2 >, ... |J1, —J1 > |j2, —J2 +2 >

Tabella 2.1: Molteplicita degli autovalori di J3 nel prodotto diretto di due
rappresentazioni

Come si vede, la molteplicita inizia crescendo di una unita al decrescere
di una unita dell’autovalore m a partire da M = j; + jo, fino a m = j; —
Jjo = |71 — j2|, poi resta costante e uguale a 2jo + 1 fra m = j; — jo =
|71 — j2|l e m = —j1 + jo = —|j1 — jo| ovvero per 2|j1 — j2| + 1 autovalori
decrescenti di m, per riprendere poi a diminuire fino a raggiungere 1, quando
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m passa da jo —j1 a —j2 —j1. Tenendo presente che in ogni rappresentazione
irriducibile la molteplicita degli autovalori di J3 € sempre uguale a 1, ecco
che, procedendo come abbiamo fatto, insieme alla rappresentazione di spin
M = j1 + jo e a quella di spin M — 1 = j; + jo — 1, la decomposizione della
rappresentazione tensoriale data proseguirad fino a individuare un totale di
272 + 1 rappresentazioni irriducibili, tutte di spin diverso che va da j; + js a
J1 — j2 o, rilasciando la condizione j; > jo, fino a |j; — jal.

Possiamo dunque concludere che la rappresentazione tensoriale definita nello
spazio

E=6E1RE (2.14.609)
si decompone nella somma diretta delle rappresentazioni irriducibili di spin
1 —Jdel <J <ji1+J2 (2.14.610)

e lo spazio lineare & si decompone nella seguente somma diretta%®
E=Eji1jy D Ejrrga—1-- e B E | (2.14.612)

dove gli indici in basso indicano lo spin della rappresentazione irriducibile
presente nel sottospazio vettoriale in questione.
Se poniamo adesso, per semplicita

‘jl,jg;ml,mg >= ]jl,ml > ‘jg,mg > (2.14.613)

e indichiamo con |j1, j2, J; M > il vettore normalizzato della rappresentazio-
ne irriducibile di spin J con autovalore M di Js, il seguente prodotto scalare
che stabilisce il legame fra la base ortonormale "tensoriale" e quella fatta dai
vettori appartenenti alle diverse rappresentazioni irriducibili

< J1,7J2;MmM1, M2 ’jl,jg,J,M >=(C 11$n2;JM (2.14.614)

m

definisce i coefficienti di Clebsch-Gordan G172 5/, i quali sono nulli se

M # my + mg oppure |j1 — jo| < J < j1 + jo. Nella figura che segue
(fig.(2.3)) sono riportati i coefficienti pitt comuni (come da PDG).

S8E’ facile verificare che la dimensione dello spazio tensoriale (251 4+ 1)(2j2 + 1) & ef-
fettivamente uguale alla somma delle dimensioni degli spazi di cui alla somma diretta
(2.14.612), infatti

Jiti2 Jiti2 Ji+ij2 J1—j2—1
D@+ = iti—(Gi—d)+142 ) j=2p+14+2 Y j-2 Y j=
Jj1—J2 Jj1—J2 1 1
(i a1 Vi
_ 2j2+1+2(]1 +Jz)(321+12+ ) gl —J2 2)(11 j2) _

= 2j2+1+(j1+j2)2+j1+j2—(j1—j2)2+j1—j2:
= 2o+ 1+ 251 + 52+ 52+ 2rje — 52 — §2 + 2j1jas =
= 251420+ 1+ 4j1jo = (251 + 1)(2j2 + 1) (2.14.611)
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Figura 2.3: Coefficienti di Clebsch-Gordan

36. Clebsch-Gordan coefficients 1
36. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,
AND d FUNCTIONS
g J
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Figure 36.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974).
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Essendo {|j1, jo; m1, ma >} e {|j1, j2, J; M >} entrambe basi ortonormali
dello stesso spazio vettoriale, attraverso i coefficienti di Clebsch-Gordan ¢
possibile esprimere gli elementi di una base in termini degli elementi dell’altra

s dos s M > = > |1, Gayma, my >< i1, jaima,malju, ja, J; M > (2.14.615)
mi,m2
Grgzmime > = |jida. Ji M >< ji,jo, Jy Mj1, josma,ma > (2.14.616)
JM

Occorre adesso osservare un aspetto che riguarda la convenzione di fase re-
lativa agli autovettori |ji, j2, J; M >. Per quanto abbiamo gia visto, in ogni
multipletto con J definito, le fasi relative dei vari autovettori corrispondenti
a diversi valori di M sono fissate dalla scelta di "realta" dei coeflicienti N ]‘\]4
Pero, la fase di ciascun capostipite dei vari multipletti &, a priori, ancora
arbitraria. Essa viene fissata imponendo che

< J1,j2:71,J — jili, je, J; J > reale positivo (2.14.617)

In questo modo, si dimostra che tutti i coefficienti di Clebsch-Gordan sono
reali e dunque

<Ju, j2ima,maljy, j2, J3 M >=<j1, j2, J5 M|j1, jo; ma, mao > (2.14.618)
= Ot = (O ) (2.14.619)

per cui risulta

1, g2, s M > = Z |71, J2; M1, mo > CQ%Q;JM (2.14.620)
mi,m2
i, daima,me > = > |jr e, ;M > CR2 (2.14.621)
J.M

Poiché le due basi sono ortonormali, i coefficienti di Clebsch-Gordan costitui-
scono gli elementi di una matrice unitaria che, essendo fatta di soli elementi
reali, & ortogonale. Risulta cosi che

. . . . / / o
6m1,m'1 5m2,m’2 =< ]17.727m17m2’.]1?.]27m17m2 >=

= Zcﬁffnz;JM Cﬁ’fi@g;JM (2.14.622)
TM

5J,J’ 5M,M’ =< j1, 42, J, M|j1,j2, Jl; M >=
= Y OO O (2.14.623)

mi,m2
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Vediamo adesso alcune importanti proprieta legate ai coefficienti di Clebsch-
Gordan e alle matrici di rotazione D.
Abbiamo visto che

ko> |j,m >= |k, jra,m>= > |k,j,J;M > CM . (2.14.624)
J,M

Dunque avremo altresi che, se R ¢ una generica rotazione e U(R) é 'operatore
lineare che la rappresenta nello spazio che stiamo considerando, sara

U(R)k,a > |jm>=> U(R)k,j,J;M >Ch \  (2.14.625)
J,M

ovvero, indicando per comodita con D le matrici di rotazione corrispondenti
alla rotazione R (invece di D(R)), avremo

S DD kb > jom >= > Diylk, g, J; M > CF L (2.14.626)
b,m J,M, M’

ma, per la (2.14.620) abbiamo che

g, Js M >=" |k, jib,m > Cpl, (2.14.627)
bm/’
dunque
j . kj . ki
ZDII;JG' D]m/m“f,];b,m/ >= Z ID](&IM ijn;JM Z |k,],b, m, > qul’]n’;JM/
b,m’ J,M, M’ bm/

Poiché i vettori |k, j; b,m’ > costituiscono una base, ne segue che deve essere
k i _ J kj kj
Db, D)= Dipar Comsns Comrisnr (2.14.629)
J,M,M

ovvero, pil esplicitamente, che, qualunque sia la rotazione R, risulta

: ki ki
Dg:a(R) Din’m(R) = Z D]({/[/M(R) Ca;zn,;JM CbTJrL’;JM' (214630)
J,M,M’

Puo essere utile, infine, ricordare la proprieta di ortogonalitéa delle matrici
D di cui alla (2.13.547), ovvero che

1

= m 5]/] 5&& 6b/b /dR (214631)

[ ar iRy Dl ()

dove la parametrizzazione é quella di Eulero e dR = da sin 5 d S5 dry.

(2.14.628)
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2.15 Operatori tensoriali e teorema di Wigner-Eckart

Consideriamo uno spazio di Hilbert £ e immaginiamo che sia assegnata una
rappresentazione®” unitaria U(R) del gruppo delle rotazioni, da &€ in £.

Un operatore tensoriale di rango k € costituito dall’insieme delle sue 2k + 1
componenti 7%, con —k < a < k. Ciascuna componente 7¥ & un operatore
lineare agente da & in sé e accade che™

UR)T* U YR) =DE (R) T} (2.15.632)

Supponiamo adesso di aver scelto una base ortonormale dello spazio £
fatta da autovettori simultanei di J2 e J3, ovvero appartenenti a multipletti
di spin j opportuno. Per garantire la possibilita di pitt di un multipletto con
lo stesso spin, indicheremo i vettori della base con

lj,m,a > (2.15.633)

dove a sara I'autovalore (o gli autovalori ...) di un altro opportuno operatore
che, insieme a J? e J,, costituiscono insieme un set completo di osservabili
che commutano.

Consideriamo adesso i vettori di un multipletto generico su cui agiscono gli
operatori tensoriali di cui sopra e studiamone le proprieta di trasformazione
per rotazione.

T 1, my, o > (2.15.634)
Abbiamo™!
U(R)TFj1,mi,a> = UMR)T*UYR)U(R) |j1,m1,a >=

k kg .
= ZDbaTb Df;,lml |71, m}, a >=
bm/’
k j k-
= D DDy, T ljrmh 0> (2.15.635)
bm’
dove abbiamo posto, per semplicita di notazione, Di@m, (R) = Df;lm/.

Supponiamo adesso che |j2,m2, 8 > sia un altro vettore della base consi-
derata e interessiamoci all’elemento di matrice < ja,ma, 8| TF [j1, m1, o >.

59Galvo diverso avviso, individueremo la generica rotazione R con i tre angoli di Eu-
lero (a, B,7) e, quando necessario, useremo il differenziale dR per indicare ’elemento di
"volume" angolare da sin 3dfdy, con v eydaQa2medalanm.

"0 A voler essere precisi, occorrerebbe dire che nello spazio vettoriale dei 2k+1 operatori,
si puo scegliere una base per i cui elementi accade quanto riportato nella (2.15.632).
Si tratta della base "sferica". Scegliendo altre basi, la legge (2.15.632) cambia per una
trasformazione di verosimiglianza ...

"'Poiché «, per ipotesi, & autovalore di un operatore che commuta con j; ecco che
U(R)|j,m,a > pud "mescolare" solo i vettori del multipletto definito tanto dallo spin j
che dallo stesso a.
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Evidentemente (si ricordi che la rappresentazione U(R) ¢ unitaria) abbiamo

< joyma, B TE |j1,mi,a > = < jo,me,BIUTNR)U(R)TF U H(R)U(R)|j1,m1,a >=
— Z < U(R)(j2, ma, B) |DE, TF Dirlb/lml|j1,m'1,a >=
b,m}
= Y (D% pm)” D, D7}, - < go,mby, BT |1, m}, a > (2.15.636)

/
b,m/ ,m}

Ma, come abbiamo visto (cfr.(2.14.629)), si ha
J kj kj
Dba Difll, 1m1 - Z DM’M Cajjrzl;(]’M Cb,illll;JM’ (215637)
J,.M,M’

e dunque

<j27m2aﬁ|Tk |j1,m1,04> =

. o * . / ki - / J kj1 kj1 —
= E (D2, m2) < Ja,may, BTy |j1, my, ¢ > E Diim Comyam Cb,m’l;JM’ =
b,m/,m/, J,M, M’

Z Z DJ2 DM/MCCL]TIVM;J,M Cb,]r;g;JM' <jg,m'2,B|Tbk|]1,m'1,a> (2.15.638)

b,m},mb J,M,M’

dove, evidentemente, solo le D dipendono dalle rotazioni R.
Integrando in dR = do sin 8 df dry, quanto al primo membro della (2.15.638),
ovviamente abbiamo

/dR < j27m27ﬁ|Tf |j1,m1,a >= 87T2 < j27m27/8|T: |j17m17a > (215639)

Circa il secondo membro, occorre per prima cosa ricordare la (2.14.631),
secondo la quale

872

per cui, dividendo ambo i membri per [dR = 872, abbiamo

<j27m27/8|T(f |j17m17a > = Z Z 94 + 1 ]2J 6 M’ 6m2M .
b,m,mb J,M,M’ J2

kj kj . !
+ Commusant Comgner < G210, BT |j1,m), 0 >=

1 kj kj
= Y 2j2+1Caf,;l;jgmcbﬁll’]m, < jo,mby, B|TF|j1,my, a > (2.15.641)

/ /
b,mf ,mj
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ovvero, poiché il coefficiente di Clebsch-Gordan Caj;ﬂ. Jomy 1OTL dipende dagli
indici b, m}, m, su cui si somma, risulta

k71 .
@,mM1;72,M2

<j27m2aB|Tf|j1am17a> -

1 kjr .y ki o1
> 27771 Compigamg < J2ma BITY L mi 0> (2:15.642)
b,m/,m,
La quantita entro parentesi graffa, data la somma presente su tutti i possibili
valori di b, m), mb, potra dipendere solo da ja e 3, dal tensore T* come un
tutto e non dalle sue componenti, da j; e a: essa viene chiamata elemento

di matrice ridotto e indicato con il simbolo < ja, B||T*||j1, o >

1 .
Ch, <y mby, BITE 1, ml, o > (2.15.643)

<j2”8‘|TkHj1,a>E Z 252 + 1 b,m/ ;jam

b,m/ ,m},
per cui abbiamo infine che

< Jayma, BITE [jrmy, o> = <o, BITH|[jia > O (2.15.644)
Questo risultato & noto come teorema di Wigner-Eckart.

Esso stabilisce che la dipendenza dagli autovalori m1, a, mo di J3 é descritta
unicamente attraverso il coefliciente di Clebsch-Gordan C’fﬁm ama®

Una conseguenza & che, noto ’elemento di matrice per una componente T.¥
fra [ji1,m1,a > e |jo,mo, 8 >, purché questo non sia nullo, possiamo im-
mediatamente determinare 1’elemento di matrice relativo a qualunque com-
ponente sferica del tensore dato, fra qualunque coppia di stati appartenenti,
rispettivamente, al multipletto definito da j; e a quello definito da js, usando

solo 1 coefficienti di Clebsch-Gordan.
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2.16 Il gruppo SU(3)

Dopo il gruppo SU2, SU3 é certamente uno dei gruppi di simmetria pit
importanti che ricorrono nella Fisica delle particelle elementari.

La prima realizzazione del gruppo, che indicheremo con il simbolo SU(3), ¢
fatta dalle matrici unitarie 3 X 3 con determinante uguale a 1, pensate come
operatori lineari’® che agiscono nello spazio vettoriale C3. Dunque SU(3)
puo essere visto come il sottogruppo di GL(3,C) definito dalle condizioni

UecSUB) & U l=U" det(U)=+1 (2.16.645)

Abbiamo gia detto che ogni matrice unitaria U pud essere posta in forma
esponenziale, in modo che risulti

U=ell (2.16.646)

dove H é una opportuna matrice hermitiana.
La condizione sul determinante, essendo

det(U) = ' Tr(H) (2.16.647)

implica che la matrice H debba avere traccia nulla.
La pit generale matrice 3 x 3 a coefficienti complessi, hermitiana e con traccia
nulla é della forma

a a f
A= a*b v |; a,B8,7€C; a,b,ceR,a+b+c=0 (2.16.648)
gt e

Risulta allora evidente come il gruppo di Lie SU(3) sia un gruppo a
otto parametri: sei necessari per descrivere i generatori aventi componenti
fuori diagonale e due per descrivere quelli che hanno a che fare con la parte
diagonale.

Come sempre, esiste un’ampia scelta per definire una base dell’algebra di Lie
associata al gruppo: iniziamo osservando che se U ¢ una qualsiasi matrice di
SU(2), allora la matrice 3 x 3 cosi definita

@1 @2 0
U= | 0y Uy o0 (2.16.649)
0 0 1

"2Da un punto di vista strettamente matematico, questo gruppo di matrici, e quindi di

operatori, costituisce 'immagine di una rappresentazione fedele del gruppo SU3 astratto.
Usualmente, questa rappresentazione ¢ indicata con il simbolo 3, a indicare la dimensione
dello spazio vettoriale sul corpo complesso su cui questi operatori agiscono.
A completamento di quanto detto sopra, ricordiamo che la rappresentazione complessa
coniugata, che alla matrice U associa la matrice U, anch’essa ovviamente di dimensione
tre, & usualmente indicata con il simbolo 3 e non é equivalente alla 3, ovvero non esiste
una trasformazione di verosimiglianza che mandi una rappresentazione nell’altra, ovvero
non esiste una matrice invertibile V tale che U* = AU A™L.
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appartiene certamente a SU(3).
Possiamo iniziare allora assumendo fra i generatori di SU(3) quelli che

generano il sottogruppo isomorfo a SU(2) di cui sopra, ovvero le matrici’
010 0—-¢ O
Y31 = 100 |; Xg= i 0 O (2.16.650)
000 0 0 O
1 0 0
Y33 = 0 -1 0 (2.16.651)
0 0 0

dove il primo indice (= 3...) ricorda che questi generatori definiscono matrici
che lasciano invariata la terza componente dei vettori a cui vengono applicate.

E’ pero evidente che possiamo ugualmente decidere di lasciare invariata
la seconda o la prima componente dei vettori e avremo ancora dei sottogruppi
SU(2) aventi come generatori, rispettivamente

0 01 0 0 —:
Y1 = 000 |; Xp= 0 0 O (2.16.652)
100 t 0 O
1 0 0
Yoz = 0 0 0 (2.16.653)
0 0-1
000 0 0 O
Y1 = 001 |; Xp= 0 0 —1 (2.16.654)
010 0
0 0 0
Y13 = 0O 1 0 (2.16.655)
0 0-1
Pero ... in questo modo abbiamo individuato nove generatori: sei che ri-

guardano la parte non diagonale della matrice hermitiana H e tre che si
riferiscono alla sua parte diagonale. Avevamo invece concluso che essi do-
vevano essere solo otto ... . La spiegazione sta nel fatto che le 3;; definite
sopra non sono tutte indipendenti fra loro. Osserviamo infatti che

0 0 0 1 0 0
Yis + Y3 = 0 1 0 + 0 —1 0 = Yo3 (2.16.656)
0 0 -1 0 0 0

3 generatori del sottogruppo in questione, isomorfo a SU2, sono, in realta %231, %232

1 N 1 1 1
e 533, cosl come per SU(2) lo sono 501, 502 € 503.
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Una scelta abbastanza consueta relativa alla descrizione della parte diagonale
della matrice hermitiana H & quella di usare X33 e la somma o3 + Y13.

Piu propriamente, la base dell’algebra di Lie di SU(3) pit comunemente
usata in Fisica é definita a partire dalle otto matrici di Gell-Mann seguenti

010 0—2 O
)\1 = 231 = 1 00 5 )\2 = 232 = 1 0 0 (216657)
00O 0O 0 O
1 0 O 001
A3 = Y33 = 0 —1 0 |; M=Xo= 0 0 0 |(2.16.658)
0O 0 O 1 00
0 0 —=2 000
)\5 = 222 = 0 0 0 ; )\6 = 211 = 001 (2.16.659)
1 0 0 010
0O 0 O
A7 =Y = 0 00—z (2.16.660)
0 2 O
1 1 1 0 O
A= —= (Y13 + Xo3) = — 0 1 0 2.16.661
8= 5 (Y13 + 323) 7 B ( )
0 0 —2
scalate nel modo seguente
N 1 )
Aj = 5)\j; ji=1,..,8 (2.16.662)

Per queste matrici (hermitiane) risulta

rr (4 4j) =71 (Ad;) = D 6y dove D = % (2.16.663)

ovvero esse costituiscono una base ortogonale dell’algebra, ma non ortonor-
male.

Usando questa definizione dei generatori Aj, il generico elemento di SU(3)
(o, pit propriamente, il generico elemento della rappresentazione 3 di SU3...)
puo essere scritto nella forma

U=¢%%, g;eR, j=1,..,8 (2.16.664)
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2.17 1 pesi della 3 e della 3

Il gruppo SU(3) fu introdotto nella Fisica delle particelle dopo la scoperta
della stranezza, come generalizzazione del gruppo SU(2) di isospin e dunque
come gruppo di simmetria (approssimata) delle interazioni forti.

Per convenzione, si identifico il sottogruppo di isospin come quello generato
da Al, AQ e Ag.

Risulto quindi piuttosto naturale inserire As nella sottoalgebra di Cartan del
gruppo. Esiste poi un solo altro generatore degli flj che commuta con As ed
¢ Ag, per cui la sottoalgebra di Cartan di S U(3) viene definita come quella
generata da

Hy =As; Hy= Ag (2.17.665)

Non esistendo altri generatori indipendenti da H, e Hy che commutano con
questi, la sottoalgebra di Cartan di SU(3) ha, evidentemente, rango 2 e
quindi, in qualsiasi rappresentazione, il vettore dei pesi sara bidimensionale.

Consideriamo adesso la rappresentazione irriducibile fondamentale che
abbiamo indicato con 3 e vediamo di determinare i vettori dei pesi a essa
corrispondenti. Evidentemente, essendo H, e H, entrambi diagonali, ovvero
tali che

X 1 1 0 O R 1 1 0 O
H| = - 0 -1 0 |; Hy=——= 0O 1 0 (2.17.666)
2\ 0 0 o 2v3\ o -2
i loro autovettori simultanei normalizzati sono
1 0 0
vy = 0 ]; vo= 1 ]; vy3= 0 (2.17.667)
0 0 1

e i corrispondenti vettori dei pesi, fatti appunto dagli autovalori simultanei
di Hi e Hs, sono, rispettivamente

w = (o) - (%) 217669
o= (ham) - (2%) e

_ LY _ (o V3
s = (0, —\/g)_<o, 3) (2.17.670)

e, secondo la definizione data, di questi tre pesi solo 1 é positivo.
In assi (Hy, H2) questi pesi appaiono ai vertici di un triangolo equilatero
centrato, di lato unitario e con il vertice rivolto verso il basso.
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~

Hy!

[2e | . e

Hay '7

Questi pesi sono caratteristici della rappresentazione 3.
Essi sono non degeneri e quindi sufficienti per individuare completamente
una base ortonormale dello spazio vettoriale dove agiscono gli operatori della
rappresentazione data.

E’ interessate vedere cosa succede, quanto ai pesi, nella rappresentazione
coniugata della 3, cioé nel caso della 3.

Ricordiamo che, in generale, se

R(a) = ¢4 A (2.17.671)

é una rappresentazione di un gruppo dato, allora anche

R(a) = (R(a))* = ¢4 4) = ¢l (=4)) (2.17.672)
¢ una rappresentazione dello stesso gruppo, la quale puo essere equivalente
alla rappresentazione data se esiste una matrice M tale che

Va: R(a) = M R(a) M~! (2.17.673)

Come si vede, i generatori della R sono uguali e opposti ai complessi coniu-
gati del generatori della R. Nel caso di rappresentazioni unitarie, essendo
i generatori comunque hermitiani™, accade evidentemente che per ciascuno
di essi lo spettro dovra cambiare di segno nel passare da R a R.

Questo significa, in particolare che i vettori dei pesi associati a R sono gli

opposti di quelli di R. Nel caso della 3, abbiamo dunque che

B R K 1 -1 0 O
Hi=-Hi=-Hi=5| 0 1 0 (2.17.675)
0 0 0
"Risulta dunque che
Aj=Al = (A)" = Aj =4} (2.17.674)

e dunque gli autovalori di A} sono tutti e soli gli autovalori di A;.
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B R X 1 -1 0 O

Hy=—-Hi=—Hy=——| 0 -1 0 2.17.676
i ’ EENE 0 0 2 ( )

Questi due operatori ammettono ancora gli stessi autovettori di cui alla
(2.17.667), ma per autovalori opposti e quindi, adesso, gli autovettori vy, vy
e vz corrispondono ai pesi seguenti

—_— <_; _2%) _ <_; _\f) (2.17.677)
- <; _2\1@) _ (; J?) (2.17.678)

_ 1\ (., V3
is = = <0, \/§> = (0, 5 ) (2.17.679)

ovvero, in assi Hy, Ho essi sono ancora disposti ai vertici di un triangolo
equilatero centrato di lato unitario che, pero, stavolta, ha il vertice rivolto
verso ’alto e in questo caso i pesi positivi sono due, cioé us e pus.

Hof

[ g

La diversa struttura dei vettori dei pesi conferma ancora una volta il
fatto che la 3 e la 3 non possono essere equivalenti tra loro.
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2.18 Le radici di SU(3)

Come si ricordera, le radici sono i pesi nella rappresentazione aggiunta (RA).
Per avere una specifica espressione dei generatori della RA, occorre natural-
mente iniziare fissando una base” nell’algebra di Lie del gruppo.
Assumeremo che la base sia quella fatta dai generatori flj definiti dalla
(2.16.662). Come sappiamo, stabilita la base, le costanti di struttura Cok
sono definite dalla relazione

[A;, Ay] = —iClp Am (2.18.680)

e i generatori’, della RA sono quindi rappresentati dalle matrici 8 x 8
seguenti

(Tj)km =iCy (2.18.681)
tali che
[T5,T%] = —i Cjft T (2.18.682)

Un modo per esplicitare le costanti di struttura é quello di far uso della
condizione di ortogonalita degli A;, ovvero dal fatto che

PN 1
Tr (AjAk) = 39 (2.18.683)

Osserviamo infatti che

7o (A, [y, A)) = 7o (A (<) €l A) = il Tr (A1, A4) =

) »
N 5 Omi = 71 m (2.18.684)

Possiamo quindi concludere che
™ — 2Ty <A1n [Aj, A’“D (2.18.685)
e quindi che

(T])km —iC = —2Tr (Ajn [Aj, Ak}) (2.18.686)

"Cambiando la base dell’algebra, le diverse rappresentazioni che si originano sono
comunque tutte equivalenti fra loro.

"Ricordiamo che la dimensione dello spazio nel quale agisce la RA ¢ uguale alla
dimensione dell’algebra di Lie e quindi, nel caso di SU(3), ha dimensione 8.
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ovvero, ricordando le proprieta della traccia e che le A; sono hermitiane,
possiamo concludere che””

(%), =—21r (|4, A An)

Come sappiamo, possiamo vedere la RA come agente nello spazio vettoriale
T che ha per base ortonormale i suoi stessi generatori | Tk > e risulta

(2.18.688)

T;|Tx >= |[T}, T >= —i CJf [T > (2.18.689)
Quanto poi alle radici, ricordiamo che esse sono semplicemente gli autovalori
degli operatori H; e Ho, i quali costituiscono la base scelta per la sottoalgebra
di Cartan, ovvero, nel nostro caso

ﬁQ = Tg

H, =Ty (2.18.690)

Iniziamo esplicitando H; ¢ Hy. Facendo uso della (2.18.688), ricaviamo che

0 -1 00 0 0 00
1 000 0 0 00
00 00 0 0 00

1

Hi=T3=1 8 8 82 02 8 88 (2.18.691)
00 00 0 0 3 0
00 00 0 -2 00
00 00 0 0 00
000 0 0O 0 0 0
000 0 O 0 0 0
000 0 0O 0 0 0

L 000 0 - 0 0 0
000 0 0 0 —¥ 0
000 0 0 ¥ 0 0
000 0 O 0 0 0

La struttura molto semplice delle due matrici H ; facilita la determinazione
dei rispettivi autovalori p; e dunque del vettore delle radici (p1, p2).

""Con la scelta della base dell’algebra di cui alla (2.16.662) e quindi con i coefficienti di
struttura che ne conseguono, il tensore di Killing vale

vk =Tr (L Tk) =T 6, dove I'=3 (2.18.687)
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Le tre radici positive78 hanno modulo unitario™ e sono le seguenti
a = (1,0) (2.18.693)
1 V3
b = - — 2.18.694
(2, 4 ) (218.604)
1 V3
= - —— 2.18.695
c (2, 4 ) (2.18.695)
a cui corrispondono gli autovettori simultanei di Hy e Hy di componenti®’
1 0 0
7 0 0
0 0 0
1 0 1 1 1 0
Vg = —= ; Vp = —= . ; Ve = —=
a \/i 0 b \/i 7 C \/i 0
0 0 1
0 0 —1
0 0 0

mentre le componenti degli autovettori corrispondenti alle radici negative
sono

1 0 0

—1 0 0

0 0 0

V_g = L 0 V_p = i 1 V_e = i 0
a \/5 0 9 \/i —Z 9 C \/i 0

0 0 1

0 0 1

0 0 0

La base dello spazio ¢ completata con i due autovettori corrispondenti agli
autovalori entrambi nulli, i quali hanno come unica componente non nulla
e uguale all’'unita, rispettivamente, la terza e l'ottava: questi autovettori
relativi agli autovalori nulli definiscono semplicemente lo spazio vettoriale H
dell’algebra di Cartan, generato appunto da ]Tg > e |'i‘8 >.

"®Ricordiamo che con questo termine intendiamo che il vettore delle radici ha la pri-
ma componente non nulla che é positiva. A ogni radice positiva corrisponde una radice
opposta.

™ Questo ¢ uno dei motivi per cui abbiamo scelto come base gli Aj definiti attraverso
la (2.16.662).

89Come ben noto, un autovettore ¢ definito a meno di una costante moltiplicativa. La
scelta fatta delle componenti riportate sotto corrisponde ad autovettori ortonormali in C3.

(2.18.696)

(2.18.697)
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I vettori associati alle radici di cui sopra costituiscono invece una base or-
tonormale8! dello spazio lineare £, complemento ad A (nel campo complesso)
dell’algebra di Cartan stessa, ovvero sono del tipo

|E >= 1| Ty > +a|Ta > +a4| Ty > +a5|Ts > +ag|Te > +a7|Tr > (2.18.698)
con «; € C. Esplicitamente risulta

T > 4T >
V2
|T1 > —1 ’Tz >
V2
. Ty > +i|T5 >
|Bp > = T4 ;%' > (2.18.701)
Ty > —i|T5 >
V2
T > —i|T7 >
V2
. Te > +i|T7r >
|E_¢ > _ s ;%' T (2.18.704)
€ 1ndicniamo generlcamente conr = \(p1, p2)1 vettore delle ra 1C1, eviden-
Se indichi i il dell dici id
temente sara

|Eq >

(2.18.699)

|E_q > = (2.18.700)

|E_p > (2.18.702)

|Ee >

(2.18.703)

1 Ex (2.18.705)

I:II |Er >= TB |Er >= |[T37Er] >= p1|Er > = [T37Er] =
Tk, Ex 2 Ex (2.18.706)

Hy |Ey >= Ty |Er >= || | >=polEr > = [Ty, Ey] =
Per conoscere 'azione degli operatori TJ sui vettori |Ey > naturalmente

si puo procedere in modo diretto (vedi paragrafo seguente), usando la forma
esplicita delle matrici 7} di cui alle (2.18.762)-(2.18.765) e ricordando che

T > = | [Tj,Tk} >= —i CTp| T >=— (Tj)k T, >=
m
- (T])mk T, > (2.18.707)

81Ricordiamo che, per definizione, la metrica nello spazio 7 & quella per cui i |'i‘j >
costituiscono una base ortonormale e dunque < T4| Tk >= d;i.
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Risulta comunque pitt immediato usare il fatto che le costanti di struttura
di cui ai commutatori delle matrici T sono le stesse costanti C]”,; definite dai
commutatori delle matrici /lj di cui alla (2.16.662) che sono i generatori della
rappresentazione 3.
Riprendiamo dunque i generatori A; e definiamo le matrici seguenti

Al +idy AN Eidg

. = = 2.18.708
Ay+iAs  MEiA
U, = SATi4s _AMETA (2.18.709)
V2 2v/2
AgFiAs  NeTFi)
v, = 2eFiAr_JeFiAw (2.18.710)
V2 2V2
Esplicitamente risulta
1 0 1 0 1 0 0 O
I, = — 0o 0 0]; I-=— 1 0 0 (2.18.711)
V2 0 0 O V2 0 0 O
1 0 0 1 1 0 0 O
U, = — 0 0 0 ]; U.=— 0 0 O (2.18.712)
V2 0 0 O V2 1 0 0
1 0 0 O 1 0 0 O
Vi = — 0 0 0 1]; V.=— 0 0 1 (2.18.713)
V2 0 1 0 V2 0 0 O

Determiniamo adesso i commutatori di questi operatori con i generatori della
sottoalgebra di Cartan in questa rappresentazione, ovvero con gli operatori

1 0 O 1 0 O
N 1 A 3
Hi=g| 0-1 0| ng\g 0 1 0 | (218.714)
0O 0 O 0 0-2
Abbiamo
_ﬁl, I+ = I+7 _E[Q, I+ = 0
H,I.| = —1I; Hy2yI.| = 0
H, U | = 3Uy Hy, Up| = BU. (2.18.715)
m,u| = -lu; U | = —BU_ o
ﬁl, V+ = %V-i-v ﬁQ, V+ = —§ V+
H,V.| = -iv; Hy, V.| = BV
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Questi operatori, nella RA (\; < Tj), evidentemente diventano
’Tl > :|:|i'i‘2 > ~
I.>= ———~— =F 2.18.716
L+ 7 +a ( )
Ty > +iTs > -
Up>» = ——— =F 2.18.717
| + \/§ +b ( )
Te > 7|iT7 > =
Vi 7 +e ( )
risultando
H > = 4TI >; Hyll: > = 0
1:11 UL > = :t% Ut >; ffg U > = :|:§ Uy >
fAfl Vi> = :t% Vi >; ffg Vi> = + (—@) Vi >
Si ritrova cosi, per questa strada che, nella RA
e gli autovettori simultanei degli operatori di Cartan H 1= T3 e H2 Tg
sono i vettori
A |T1:tiT2 > ~ ‘T4ﬂ:i'i‘5 > ~ |T6:F7,T7 >
Iy>="——-" >=—————; |[Vi>=—"——""—
1 7 U+ 7 | 7
e le radici a essi corrispondenti sono le seguenti
I > — a=(1,0); I-> — -a
Uy > = b=(44); U_> - -b (2.18.721)
IVi> — c¢c= (%,—@) Vo> — —c

A questi sei vettori, per completare la base dello spazio dove _agisce la RA,
occorre poi aggiungere, come sappiamo, i vettori ]Hl > e Hy >, i quali,
perod, sono autovettori dei generatori H, e H, della sottolagebra di Cartan
per 'autovalore nullo, visto che questi operatori commutano fra loro.

(2.18.719)

(2.18.720)
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Questi otto vettori possono essere visualizzati nel piano (ﬁ 1 ﬁg), attra-
verso i valori delle radici corrispondenti.
I due autovettori corripondenti agli operatori di Cartan, avendo coordinate
(0,0), sono situati entrambi nell’origine degli assi, mentre gli altri sono ai
vertici di un esagono regolare di lato unitario (poiché i vettori delle radici
hanno modulo unitario).

Hot
|V7 > |ﬁ+ >
° °
’Ijll > ‘I+ >
. ®— . -
‘I_ > |H2 > H,
g °
Uu_ > Vi >

Usando le definizioni (2.18.711)-(2.18.713), poiché le costanti di struttura
rimangono le stesse passando da questi generatori della rappresentazione
3 ai corrispondenti generatori TJ della RA, ¢ immediato ottenere anche i
commutatori (indipendenti) fra gli autovettori associati alle sei radici, che
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sono®?
Ly U] X [+, U-] _% Vi
L, Vel =0 Ly, V-] 75 Ut
_,uy] = Lv; _,U] = 0
rvi = Thus I,V.] = 0 (2.18.724)
o Vil =~ Uss [, V] =
[U+’ V+] B %I—H [U-H V—] = 0
[U-, Vy] 0; U, V] S
insieme a
[I+’ I_] = Gy ‘E[j = ﬁh )
Uy, U] = b = el (2.18.725)
[V+’ V—] = G H] = Hl_f\/gH?’

in accordo con (2.18.786)-(2.18.797) e (2.18.799).

Un altro aspetto importante della trattazione generale delle radici é poi
quello che mostra come, per ogni radice r, attraverso la coppia E.y si puo
determinare una sottoalgebra di Lie che soddisfa le regole di commutazione
dei generatori di SU2.

Infatti, posto (cfr.(2.10.268))

lr| = /775 (2.18.726)
se definiamo (cfr. (2.10.269) e (2.10.270))
1 - H.
Et= " E.. By = (2.18.727)
Ir| Ir|
e quindi (cfr.(2.10.274))
Et +E- —i(Et — E~
p=ttE g U ) (2.18.728)
V2 V2
risulta
(B3, E*] = +E* (2.18.729)
[EY,E"| = Ej3 (2.18.730)
[Ei,E;] = iejrEy (2.18.731)

82Gi ricordi che, indicando genericamente con Fi e G+ gli operatori I+, Ui e Vi,
abbiamo che

[Fi,G+] =[G+, F£] (2.18.722)
(Fo)' = Fr; (G1)' =G+ (2.18.723)



154  CAPITOLO 2. APPROFONDIMENTI DI TEORIA DEI GRUPPI

Nel nostro caso, se partiamo dalla radice positiva a = (1,0), ne segue che
la| = 1; E* =FEi,= Iy E3 = H, (2.18.732)

ovvero, esplicitamente

] 0 1 0 1 0 0
Ef = —| 0 0 0 |=I;; E =-—%=| 1 0 0]=1I_ (218733
V2o 0 o V2 0 0
(1 0 0
Es = 5 0 -1 0 [|=1I (2.18.734)
0 0 0
e quindi
([0 10 L[ 0-i 0
Ex = 5| 1 0 0)=h; Er=5| @ 0 0 =1 (2.18.735)
0 0 0 0 0 0

I tre generatori Ej = I; agiscono solo sulle prime due componenti dei vettori
e, su queste, evidentemente operano come le matrici %O'j.

Dunque, nel sottospazio bidimensionale dei vettori («, 3, 0), essi definiscono
una rappresentazione irriducibile di SU2 di spin j = %; mentre, nello spazio
unidimensionale fatto dai vettori (0,0, ), danno luogo alla rappresentazione

di spin nullo, in cui ogni elemento di SU2 ¢ proiettato nell’identita.

Passiamo adesso a considerare la radice positiva b = (l ﬁ) Abbiamo

27 2
b = 1; E* =Fi, = Us (2.18.736)
1. 3 .
By = 2H1+\2[H2 (2.18.737)
Oovvero
) 0 0 1 ) 0 0 0
Ef = —1 0 0 |=U;; E-=—| 0 0 0 |=U_ (2.18.738)
V2 0 0 o 2\ 1 0 0
(1 0 o0
By = S| 0 0 0)=Uy (2.18.739)
0 0 —1
e dunque
L0 01 L[ 0 0~
B = 5| 00 0|=U; E=,( 0 0 0]=0U (218740
1 0 0 0 0
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In questo caso i tre generatori E; = U, agiscono sulla prima e la terza
componente dei vettori, di nuovo come le matrici %; dunque, nello spazio dei
vettori (a0, 3) questi generatori definiscono una rappresentazione di SU2
di spin j = %, mentre nello spazio unidimensionale (0,7, 0) i tre generatori

FE; definiscono la rappresentazione di spin j = 0.

Consideriamo infine la terza radice positiva ¢ = (%, —@) Abbiamo
le| = 1; Et=E..=V, (2.18.741)
1 4 3 -
By — 2H1—\2[H2 (2.18.742)
ovvero
1 0O 0 O 1 0 0
Ef = —| 0 0 0 |=V,; E-=—=| 0 0 1 |=V_ (218.743)
V2 0 1 0 V2 0O 0 O
1 0 0 0
By = 5| 0-1 0=V (2.18.744)
0 0 1
e dunque
1 0 O 1 0O 0 O
E, = = 0O 0 1 =Vi; Ey=- 0 0 1 =V, (2.18.745)
2 2 .
0 1 0 —1

In questo caso I'azione dei tre generatori £; = V; ¢ non banale solo sui vettori
dello spazio bidimensionale (0, «, 3). Su questi vettori la loro azione non é
esattamente quella dei generatori canonici di SU2, cioé i %, bensi quella a
essi riconducibile con una rotazione di 180" intorno al primo asse.
Comunque, si tratta sempre di una rappresentazione di SU2 di spin j = %
Sui vettori dello spazio unidimensionale (v, 0,0), la rappresentazione definita
dagli attuali E; ¢ di nuovo quella scalare.

Per completezza delle (2.18.724) e (2.18.725), tenuto conto che
3 L/n - 1/ N
I=H; Us=3 <H1 + \/§H2>  Ve=s <H1 - \/§H2> (2.18.746)

riportiamo di seguito le regole di commutazione degli operatori I3, Us e V3
con gli operatori Iy, Uy e Vi. Data la (2.18.715), abbiamo

(I3, I] = +1e;  [Us,Ie] = £514;  [V3,14] = +51¢
[I3,Us] = £3Us; [Us,Uy] = £Us;  [V3,Us] = F3Usr  (2.18.747)
(I3, Vi] = £5Vi;  [Us, Vil = F5Vas [Va, Vi) = £V4
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Prima di lasciare argomento dei sottogruppi nascosti in SU(3), osser-
viamo che degli otto generatori A, cinque sono fatti da matrici reali sim-
metriche {R1 = A1, R2 = A3, R3 = M\, Ry = X¢, Rs = A\g}, mentre tre sono
definiti da matrici immaginarie pure e antisimmetriche, cioé
{I1 = Ao, Is = A5, I3 = A7}

Gli elementi del gruppo SU(3) ottenuti per esponenziazione di parametriz-
zazioni (reali!) dei soli generatori immaginari puri, essendo tali che

U = etk (2.18.748)

sono puramente reali e quindi possiamo attenderci che formino un sottogrup-
po, nel qual caso i generatori I, dovranno costituire una sottoalgebra di Lie.
Esplicitamente abbiamo

0—-7 0 0 0 —1 0 0 O
I = i 0 0 |; L= 0 0 0 |; Iz= 0 0 —1 (2.18.749)
0 0 O ;0 0 0 ¢ 0
e possiamo riconoscere in essi i tre generatori di SO(3), ovvero
Ly = —i €ppmp. Infatti risulta immediato che
Ly = I3; Ly = —1I; Ly =1 (2.18.750)

Il fatto che SO(3) sia un sottogruppo di SU(3) ¢é, di per sé, abbastanza
ovvio, come pure naturale ¢ che SO(n) sia sottogruppo di SU(n), qualunque
sian > 1.
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2.18.1 1l gruppo di Weyl

Si tratta del gruppo di simmetria delle radici.

Come abbiamo visto, le radici sono i pesi degli autovettori nella RA dei
due operatori di Cartan H; e Hy, direttamente legati agli operatori di sali-
ta/discesa nel modo seguente

I, —a=(1,0); I_ — —a
U.=b=(38);  U-—-b (2.18.751)
V+—>c:(%,—§); V. — —c

Gli operatori I4, Uy, Vi definiscono attraverso i versori a, b e ¢, tre direzioni
nel piano (Hi, Hz) a ciascuna delle quali ¢ associata una rappresentazione di
SU2. Come sappiamo, nelle rappresentazioni irriducibili di SU2 I'autovalore
di F5 ¢ simmetrico rispetto allo zero. Da questo ne segue che lo spettro di una
rappresentazione irriducibile di SU3 risulta pari rispetto all’asse Hj passante
per lorigine e ortogonale al versore a (e dunque coincidente con Hj...), come
pure sara pari rispetto all’asse Hy ortogonale a b e all’asse Hy ortogonale a
c. Esplicitamente le direzioni di questi assi, tutti passanti per l'origine, sono

Hy ]l (0,1), Hy | (?,—;) : Hy || (?,;) (2.18.752)

L’insieme fatto dalla trasformazione identica, delle tre paritd menzionate
sopra e dai loro prodotti che si traducono in rotazioni di +120°, costituisce
il gruppo di Weyl.

Questo gruppo di simmetria fornisce la spiegazione diretta del motivo per cui
le rappresentazioni di SU3 hanno forma esagonale o a triangolo equilatero.
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2.18.2 Forma esplicita dei generatori della RA di SU3

Abbiamo visto che, se partiamo dalle matrici A; di cui alle (2.16.657)-(2.16.661)
e definiamo i generatori dell’algebra di SU(3) come dati da

p 1

Aj=3 A5 j=1,..8 (2.18.753)

allora
T (4 ) =71 (Aidy) = %@j (2.18.754)
e le costanti di struttura definite in questa base, ovvero
[Aj, Ak} — i O A, (2.18.755)
attraverso la relazione di ortogonalita (2.18.754), sono date da (cfr(2.18.686))
(T))yy = i Clf = =2Tr <[Aj, Ak} Am) (2.18.756)

Attraverso la (2.18.756) abbiamo ottenuto, per esempio, che (cfr.(2.18.691)-
(2.18.692))

0 -100 0 0 00
1 0 00 0 0 00
00 00 0 0 00

1

Ti=i| o o 82 2o (2.18.757)
00 00 0 0 %0
00 00 0 —3 00
00 00 0 0 00
0000 O 0 0 0
0000 0O 0 0 0
0000 O 0 0 0

. 000 0 - 0 0 0

Ti=il g 90 % 0 0 o0 o (2.18.758)
000 0 0 0 =% 0
000 0 0 ¥ 0 0
0000 O 0 0 0

Riportiamo di seguito I’espressione di tutti i generatori Tj dove, per comodita
di notazione, abbiamo posto

a=1 ; a=-1 (2.18.759)
|
=_ = —— 2.18.
=7 : B=—3 (2.18.760)
yz\f : 75_‘? (2.18.761)
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0 0w OO0 O 0O

00 00 0 O0O0@ 0

(2.18.762)

cooococoo
cocomo oo
coMmo o oo
cooocooMmo
cCcooocono o
cooococoo
coocoococoo
oo oo oo

S

Il
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coocoococoo
coMmo oo o
cCoomo oo
coooMmo o
coooocooMmo
T oo oo oo
o3 oococoo
cooococoo

~

Il
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(2.18.763)
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0 000~ 0 OO

S O O
oI o o
o oI o

o O O

00 0 0 0O

0

a 00 0 0 0 0O
0 000 0O O0GO

o O O O
o oY1 o
o O oI
Qo o o
Qo O
(e R en Bl an)
oS O O

@)

S O

0 000 OO0 0O

o

)

o

Qo o o

oI o o

)

o

)

)

o

o O
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(2.18.764)

S O O
oI o

S O O

0 0 00 0O

oS o O
S O o

(e R an)

y

0000 0O0O0O0

0080000
0000O0GO0S~ D0

i Y
B

S o o
Qo o

)
oS o O
oI o o
o o X o

[es B en B en B @]

S O O O

000 00O
00 0 O

(2.18.765)

00 0O0O0O0OO0OOU O
000 0O0O0TO0O© 0
00 0O0O0OO0OO0OO@ O
0000 000
000~ 0OO0OUDO

0

0

00 0 0 0

Si puo verificare direttamente che, quanto al tensore di Killing, risulta

(2.18.766)
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Inoltre, come abbiamo gia detto,

1] -

da cul otteniamo

o
S
S
S
Ty, 7]
S
S
S
S
o
o
S
B
B

I
|
e i e e i e i e Y e Y
>
w

>

> > > >
[\
&
>
«

>

>

7y )
8s

T3, Fa| = a1 Ea
T3, Ey| = by By
T3> Ec =cC Ec

N m

—1 ik

833j ricordi che

T5,E_a| = -1 E_y =—
T5,E | =-b E_p, =—
Tg, Efc = —C Efc

.
S
S
o
o
S
S
S
S
S
S
S
S
S

)

(2.18.767)

>

- ( 1) s =iy

A 38 A . A
- (})58 As = _% A6
_<A1>78 As :_A% 4
- ( 2) s = iTl

A 38 A~ . A
_<A2>55AS :%’YA
- <A2>7S As = '_TZATS
—< 3) s =515

Qs i (2.18.768)
- <A3>6s As — o 47
- (D), T =0

A SS A . A
- ( 4) s =312

A 68 A . A
—( 4) s = 712\/5 15

A 85 A . A
<A5>78 As :%Tz R R
- (%) T =i (~Ta+ VL)

S
()7 =
Ts
E_a
TE,  (2.18.770)
= —%l:lc
(2.18.769)
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Usando i commutatori di cui alla (2.18.768), otteniamo infatti

[T},, Ea - \}5 T3 T+ zTQ _ 12 {2 My + i (—m)} - le};& — B, (2.18.771)
[T},, Fla = \2 T3 T - ’LT2 - 12 {z iy — i (fﬂﬁ)} = Tl_\@@ = —F, (2.18.772)
[Tg, EBy| = \}5 T3 Ty +1T5: - 12 {; s+ i (—; 4>} _ % 4:}2@5 _ %Eb (2.18.773)
[Tg, Bl = \}5 T3 Ty — zT5 — 12 {; M5 — i <—; 4>} - —% 4_225 — —% By (2.18.774)
[i’g, E.| = \2 T3 T — zT7 - 12 {_22 iy — i <; 6)} - % TG\};E — %EC (2.18.775)
[T},, B = \2 T3 Te + 1T7 - 12 {_22 P (; 6)} - —% 6:}2” - —% Ee  (218776)

Veniamo quindi alla verifica esplicita della (2.18.706), ovvero che risulta

Tg,Ea :azEa :07 TB,ENLa :—CLQE,a =0
Ty, By| = bo By, = Y2 By To,Ep| = —baEy, =-Y3E, (218777
T87Ec =C2 Ec = _73 Ec§ T87E—c = —C2 E—c = ? E—c
Infatti
N - 1 e & 1 .
[Tg, Ba| = 5T Ti+ il = S5 {0+i0} =0 (2.18.778)
. 1 e - 11
[Tg, Ba| = 5| Ti-ify = 5 {0-i0} = (2.18.779)
- 1 e o o1 1 [iv3as V3. V3 Ti+ils V3 -
Ty, By| = ——= |Tx, Ty +iT5| = —={ —"T —i2 =2 A 2.18.780
[8, b \/5_87 4+25_ 2{2 5+Z<12 4)} 5 /2 5 b ( )
. 1 T oo a 1 [iv3. iv3 . V3 Ty —iTs V3 -
Ts, E_y| = —— |T5, Ty —ils| = —={ 275 —i [ ——~=2 =Yoo e VU E L (218781
[8, b \/5_874 25_ 2{2 5 Z( B 4)} B \@ 9 b ( )
- 1 1 o« . 1 |43 —iV3 . V3 Tg —ily V3 -
Ty, Bo| = ——= |Ty, Ts—iTh| = —= 4 X 2Ty — =Y 5 T__X- 2.18.782
|:87 c \/5_876 27_ 2{2 7 Z( 2 6)} 2 \/i 2 c ( )
I 1 re o -1 1 [iv3. [—iv3. V3 Ts+ilh V3 -
Ty, B o| = —= |1y, T +iTy| = —={ %2 A =Y’ F 2.18.783
{87 <) \/5-8’ 6 T1 7] 2{ 9 7+l< 7 6)} 5 NG 5 c ( )
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Passiamo adesso a considerare i commutatori fra operatori E differenti.
Prima di iniziare, ricordiamo che, date le radici r e s, se esiste la radice r +s
allora (cfr.(2.10.320))

[Er, ES} o Brys (2.18.784)

altrimenti il commutatore €& nullo.
Nel caso che stiamo considerando, avremo dunque che

a+b:(g,§) -7 o Ea,Eb}:o
a—b = (%, —@) = c — ~a, E,b} x EC
at+c= §,——3) =4 — E,E}:o
2 fQ e _ (2.18.785)
a—c=(5%) =b o |BB]xh
b+c=(1,0) = a — FEy, EC} o Eq
b-c=(0,v3) = = By Bo] =0
La verifica diretta fornisce
[Ba B0 = 3 [Bid By idy) = o {bhvi (i) +i (Ldy) 42 (L2
= i 5| = -9 2 1| —= i = | = =
a, Eb 5 |11 2, 1y 5 513217 516 516 517
0 (2.18.786)
- 17 PR . 1 (2 —1 7 - T -
E,E_:| *|:T 'T,T—'T:|:* L Gl (T _2(tp _
|:a b 5 1+ tla, 1y — 15 2{27 Z<2 6>+Z<26> vt
1. 1 Ty —il% 1 -
= it —T}:——iz——E 2.18.787
2{ T NG 5 e ( )
. PO N —i (=i o (—is
[Ea, Ec:| 5 |:T1 + lTQ, T6 — ZT7:| = 5 {2 5 — 1 (2 4) +1 <2T4> — 22 (2T5>} =
0 (2.18.788)
L 17 PO . 1 (2. —1 —1 —1
E,E_} 7[ Ty, T 'T}:f Thogi = 3 7 P o I G
[a c 5 1+uda, T+ ody 2{2 5+Z<2 4>+Z<2 4>+2 5 15
1(.~ = 1 Ty+ily 1 -
= i +T}:—7_—E 9.18.789
2{ 5 4 \/ﬁ \@ 2 b ( )
|:Eb, Ec} 5 |: 4 +lT5, T6 - ZT7} = 5 {2T2 —1 (2 1) +1 <2T1> — 7,2 <2T2)} =
1.~ A 1 Tl—i-iTQ 1 -
it +T}— L R 5 9.18.790
- - 17~ PN 1 7 - 1 )
[Eb, Efc:| 5[ 1 +iT5, T6+ZT7}:* “Th+1 Jhi) +i ?T1 +i* (12 ) p =
0 (2.18.791)
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insieme a
(Ba ] = 1[T 7 T+'zﬁ}—1 Chei(—try) i (Lap) -2 (L)L =
—ay b - 2 1 112, 14 115 —2 2 7 1 2 6 1 2 6 ? 7 -
1 Ty + Ty 1 -
[E,a, E_b} - 5[TlszQ, T4ZT5}:2{2T7Z(2T6)Z(2T6)+22 <2T7>}:
- (2.18.793)
. 1re e o a (i~ . [—i- =i o (i -
[E_a, Ec} - - [Tl iy, Ty — m} -2 {2 L <2T4> —q <2T4) 42 (2T5>} -
1 i1y —T 1 -
L 1. . 1 1 (i —i . —i . —i .
FE o E ol = S |Th—iTy, Ts+iTy| == =Ts+i| =Ty | —i|—Ty ) —*( —T =
[ a, c 5 |1 tlg, 1g +1 7) 2{2 5+Z<2 4) Z<2 4) 1 (2 5)}
I (2.18.795)
[E_b, Bo| = 5 |Ti—ify, Ts—ifz) =3 {2T2 —q (2 1> _i <2T1> + i <2T2>} _
- (2.18.796)
E_y, E .| = §_T4—2T5, T6+ZT7_ —2{2 2+Z<2 1>—Z<2T1>—22 <2T2>}—
_ \}i_T“;ZT?:—;iEa (2.18.797)

L’ultima verifica riguarda infine i commutatori degli Ey con E_.
Abbiamo visto, in generale (cfr.(2.10.267)), che vale la relazione

By Be| =1y 1, (2.18.798)
la quale, nel nostro caso, si traduce in
EaBEal = a1Ts+axTy = Tj
Eb, E,b = b Tg + by Tg = % A3 + @ Ag (218799)
B, E_e| = alz+cly = % A3—§ s
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Infatti

- ~ 1r1- ~ ~ “ 1 ~ ~
[Ea, E,a} -2 [TI +iTy, Ty — z‘TQ] -2 {—z' (iTg) +i (—iTg)} _

_ 7 (2.18.800)
[Eb, E—b] = % [T4+if5, T4*ZT5 = ;{ <; T3+\/§TB>> +l<; <T3+\/§T8))} =

_ % [T+ V3Ti) = % o+ \f T (2.18.801)
[Be. B_) = L [y — iy, Ty + i) = ;{ (-t m)) _ (_2 (<7 x/§:ﬁ8)>} _

_ %{T3 _ \/gfg} %jﬂg \f T (2.18.802)

Poiché le relazioni di commutazione di cui sopra, pur ottenute nell’am-
bito della RA, hanno richiesto unicamente la conoscenza dei coefficienti di
struttura, esse valgono nella stessa forma per qualsiasi rappresentazione del
gruppo, purché gli operatori che rappresentano i generatori dell’algebra /lj
corrispondano ai Tj, ovvero soddisfino le loro stesse regole di commutazione.
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2.19 Rappresentazioni irriducibili

Prima di caratterizzare le rappresentazioni irriducibili di SU3, ¢ opportuno
premettere alcune considerazioni generali.

2.19.1 Generalita

Nella trattazione delle radici, abbiamo visto che
e data una qualsiasi radice r;
e data una qualsiasi rappresentazione irriducibile del gruppo;
e se E3 ¢ definito attraverso la (2.19.818);

e se |h,p; R > & un autovettore simultaneo® dei generatori H'j dell’al-
gebra di Cartan per gli autovalori (pesi) h = (h;)

allora accade che

‘h
Es|h,p; R >= Tﬁ Ih,p: R > (2.19.803)
r
dove
2r-h
=ra 2.19.804
1= ( )

€ un numero intero.

Consideriamo adesso le radici semplici, che indicheremo®® con p/ dove
j =1,...,m, essendo m il rango dell’algebra di Cartan che stiamo conside-
rando. Supponiamo che |hy; > sia un autovettore simultaneo dei generatori
di Cartan H ; della rappresentazione considerata, il quale abbia il peso piu
alto. Siccome gli B, = EJ‘*' agiscono come operatori di salita, esso dovra
necessariamente essere tale che

85

Vj: Ef|hy >=10> (2.19.805)
Se indichiamo con Eg3) loperatore definito attraverso la (2.19.817), ecco che
sara

. p7 ~hyy

84’ bene ricordare a questo punto che, per lo spazio vettoriale dove agiscono gli ope-
ratori della rappresentazione R, si pud sempre trovare una base ortonormale fatta da
autovettori simultanei degli (Hj), ovvero del tipo |h,p; R >.

851’indice in alto rappresenta qui semplicemente un’etichetta. Ciascuna radice & un
vettore che ha m componenti, quindi pi rappresenta la componente k-esima della radice

semplice j-esima e sia k che j vanno da 1 a m.
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dove

207 -h
pI]pJ’QM =5, (2.19.807)

¢ un numero intero o semidispari non negativo.
I coefficienti s; sono chiamati coefficienti di Dynkin.
Poiché le radici semplici p? sono linearmente indipendenti, i coefficienti di
Dynkin definiscono univocamente il valore di hp; a cui corrisponde una op-
portuna rappresentazione irriducibile il cui spazio vettoriale é ottenuto a
partire dall’autovettore |hys >, attraverso successive applicazioni degli ope-
ratori di discesa: dunque, per qualunque loro valore intero o semidispari non
negativo, ¢ definita univocamente una rappresentazione irriducibile.

E’ utile introdurre adesso i pesi fondamentali, che indicheremo con u(k),
definiti da

207 - (k)
|7 [?
Le m rappresentazioni irriducibili definite dai pesi fondamentali sono chia-

mate rappresentazioni fondamentali. Evidentemente il peso hj; che caratte-
rizza una qualsiasi rappresentazione irriducibile R potra essere sempre scritto

= 6k (2.19.808)

come
hy =Y spu® (2.19.809)
k=1

e poiché nel prodotto diretto di due rappresentazioni (irriducibili) i pesi sono
additivi, ecco che potremo costruire la rappresentazione definita da hj; come
prodotto diretto di rappresentazioni fondamentali: s; con pit alto peso ,u(l),
s9 con piu alto peso ,u(Q), etc ... .
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2.19.2 Ancora SU2

Nel caso di SU2, abbiamo visto che le rappresentazioni irriducibili sono ca-
ratterizzate univocamente attraverso un numero intero o semidispari j, che
abbiamo indicato con il nome di spin della rappresentazione. La scelta cano-
nica per i suoi generatori A, dove s = 1, 2, 3, é quella di prendere A, = %as,
da cui le regole di commutazione

[AS, At} — e Ay, (2.19.810)

e quindi i seguenti generatori della RA associata alla scelta fatta

(T) S (2.19.811)

tk

ovvero, esplicitamente
0 0 O 0 0 0—i 0

T1 = 0 0—1 ; TQ = 0 0 0 ; T3 = ) 0 0 (2.19.812)
0 ¢« 0 - 0 0 0 0 O

La sottoalgebra di Cartan risulta essere unidimensionale.

A priori possiamo scegliere ciascuno dei tre generatori T] della RA come
generatore della sottoalgebra di Cartan, ma, usualmente, si sceglie H="T;s.
Quanto agli autovalori di HessisonoA=0e \= 41, a cui corrispondono,
rispettivamente, i seguenti gli autovettori normalizzati

0 1 1 1

1
A=0= (0 |;x=41=—[ i |; x=-1=—| —i |(219813)
1 V2 g 22N

e dunque, circa la base dello spazio dove agisce la RA, individuata dagli
autovettori normalizzati di H = T3, abbiamo

~ 1 N N

Ba> = — (|T1 > +i|T, >> (2.19.814)

~ 1 N N

B> = - (|T1 > —i|T, >> (2.19.815)
0> = |T3> (2.19.816)

costituita dagli autovettori associati alle due radici (+1) e da quello corri-

spondente all’autovalore nullo.

La radice positiva r = (+1) ¢, ovviamente, anche una radice semplice.
Venendo ora ai generatori individuati in modo canonico a partire da Eiq,

che nel caso generico di E+y erano

E:I:r; E(g) = erj

= e (2.19.817)
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nel nostro caso, in cui r = 1, diventano
E* = Fyq; E®) = H (2.19.818)

e dunque, esplicitamente abbiamo che

. {0 0 -1
EY = — <T1+iT2):— 0 0 —i | (219.819)
V2 V21 o
L L( 0 0 1
E- = — (Tl—iTg):— 0 0 —i | (2.19.820)
V2 V2 1 o
R 0 —2 0 R
E® = H=| i 0| =1y (2.19.821)
0 0 0
da cui
0 0 0
Et + E- .
Bo= 2T E 0 0 -i|=7 (2.19.822)
V2 0
0 0 )
E+ — E- ~
By = —i——Z [ 0 0 0 |=T (219823

ovvero ritroviamo gli stessi generatori da cui siamo partiti.
Risulta altresi che

[E<3>, Ei} o (2.19.824)

e dunque E™T svolge il ruolo di operatore di salita, mentre £~ quello di di-
scesa, ovvero quello degli operatori che, nella trattazione generale, avevamo
indicato con J*.

Poiché I'unica radice semplice ¢ r = (+1), in questo caso avremo evidente-
mente che

E® |h,p; R>=h|h,p; R > (2.19.825)

con h intero o semidispari.

Poiché il rango dell’algebra di Cartan ¢ uguale a uno, ci sara un solo coeffi-

ciente di Dynkin s e siccome 'unica radice semplice ¢ p = 41, avremo
2p-hy S

Evidentemente esiste un solo peso fondamentale corrispondente al coefficien-
te di Dynkin s = 1, uguale a y = % e, di conseguenza, ci sara una sola
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rappresentazione fondamentale definita da questo peso, ovvero appunto la
rappresentazione di spin j = %, agente in uno spazio lineare bidimensionale.
Prendendo il prodotto tensoriale di s rappresentazioni fondamentali, otte-
niamo una rappresentazione, di solito riducibile e dunque completamente
riducibile, che agisce in uno spazio vettoriale di dimensione 2s, nella quale
esiste perd un unico autovettore per il quale Et|hy; >= 0 avente hyy = 5

Per quanto visto a suo tempo, hjs coincide quindi con lo spin j della rap-

presentazione irriducibile definito dall’autovalore j(j + 1) dell’operatore
E? = (E1)* 4 (B2)* + (]5(3))2 ovvero, nei simboli consueti |7, m >, abbiamo

\hars P R>= ], j > (2.19.827)

Procedendo adesso con potenze dell’operatore di discesa £~ si pud costruire
tutta la catena degli autovettori simultanei di E®) ed E2

4,0 = 1>, ], —5 > (2.19.828)

Lo spazio lineare di dimensione 2j + 1 cosi ottenuto, che é contenuto nel-
lo spazio di dimensione 2s = 44 dove agisce il prodotto tensoriale delle s
rappresentazioni fondamentali, é trasformato in sé dai generatori E1, Es ed
E®) per cui gli operatori ottenuti per esponenziazione da questi generatori
86 jrriducibile. Il prodotto tensoriale in

questione si decompone quindi nella rappresentazione (unica) di spin j = §

e quindi in rappresentazioni irriducibili di spin inferiore87.
Le regole di commutazione consentono poi di stabilire una forma esplicita
per l'azione di questi generatori sui vettori (normalizzati) della catena di cui

sopra e dunque di determinare completamente la rappresentazione.

costituiscono una rappresentazione

86Poiche gli autovettori di E® risultano cosi essere non degeneri in qualsiasi rappre-
sentazione irriducibile, si conferma lo spazio degli autovettori di peso piu alto, se la
rappresentazione ¢ irriducibile, non puo che essere unidimensionale.

87Come esempio, consideriamo il caso di s = 6. In termini di spin della rappresentazione,
abbiamo

1 1 1 1 1 1
3®505;85,8;05=(180)2(180)e180)=

20100010100)® (1®0) =
302020202020101010101010101010000000000  (2.19.829)
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2.19.3 SU3

Veniamo alle rappresentazioni irriducibili di SU3.
In questo caso, come sappiamo, l'algebra di Cartan ¢ bidimensionale e la
scelta che abbiamo fatto ¢ quella per cui

~

ﬁl = Tg; ﬁg = Tg (219830)

Le radici sono sei, tra le quali le (uniche) tre seguenti radici positive

a = (1,0); la] =1
b = (3, @) bl =1 (2.19.831)
c = %, —§> ;o el =1
da cui
e YEESNE — Ll 3 [
ENia:Al\/%AQZIile;'Q; I3:a/‘]1%—]:7j3 )
By — T%Tg) = Uy = Uikile, Us = b; Hj = M (2.19.832)
Bie = B0 = Vi = B0, Vs = ¢ H; = Byl

Sia dunque R una rappresentazione irriducibile di SU3 e |h, p; R > una
base ortonormale dello spazio vettoriale in cui agisce R, dove h é il vettore
dei pesi e p & un vettore di parametri previsto per risolvere ’eventale dege-
nerazione se ci sono autovettori indipendenti con lo stesso peso.

Se r ¢ una qualsiasi radice, come sappiamo, se esiste la radice r + h, allora

E.|h,p; R >= (r +h)|h,p; R > (2.19.833)

altrimenti il vettore Ey |h, p; R > ¢ nullo.

Date le definizioni (2.19.832), ’azione degli operatori E,, ovvero degli opera-
tori di salita e di discesa [+, Uy, Vi, é rappresentata graficamente nel piano
(H1, Hs) nella figura che segue.

U V.
Fig.2.19.3 : Azione degli operatori di salita/discesa
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Si noti che il cambiamento di peso determinato da questi operatori sul
peso dell’autovettore a cui sono applicati ha comunque modulo unitario.
Sappiamo inoltre che, data una qualsiasi radice r, se E3 ¢ definito attraverso
la (2.19.817) allora accade che

s
Es|h,p, R >= 7"|Jr|23 lh,p, R > (2.19.834)
dove la quantita 272" & intera.

Ir|
Abbiamo poi visto che le radici sono comunque linearmente dipendenti
dalle radici semplici, le quali, nel caso attuale, sono due, come la dimensione

(rango) dell’algebra di Cartan, ovvero

b = (1 ﬁ) = p) (2.19.835)

2" 2
o — (;7_\§>Ep(2) (2.19.836)

Scegliamo adesso, fra tutti gli autovettori |h, p, R >, quello® con peso
pitt alto, ovvero quello che ha h; massimo® e lo indicheremo con |hy/, p, R >.
Come sappiamo, tutti gli E, dovranno annichilare questo vettore, ovvero,
date le (2.18.732), (2.18.736) e (2.18.741), sara

Eq|hy,p, R>=1I, |hy,p, R>=1]0> (2.19.837)
Ep |hys,p, R >= Uy |hy,p, R >= 1[0 > (2.19.838)
E.|hy,p, R>=V, |hy,p, R>=10> (2.19.839)

Questo autovettore, per la (2.19.834), sara poi tale che

. . (1).
Us|hy, p, R >= m|hM,p, R>: con 2bBby =90 by — o

k B = 2,0
.h hay 2).h,,
V?S|hM7 p, R >= C|C|]2V[ |hM7 p, R>; con 2 C|C|S/[ =2 p|p(2)|12w = 852

dove s1 e s9 sono i coeflicienti di Dynkin, che, come sappiamo, caratterizzano
la rappresentazione irriducibile considerata.
Veniamo adesso ai pesi e alle rappresentazioni fondamentali.
Il peso fondamentale ,u(l) ¢ definito, attraverso la (2.19.808), dalla coppia di
Dynkin (s1,s2) = (1,0). Si ha

2o . M) 2p@ . (M)

88Nel caso ce ne siano pitt di uno con lo stesso peso massimo, ne sceglieremo uno qual-
siasi. Come si vedra, se la rappresentazione é irriducibile come abbiamo supposto, questa
degenerazione non € possibile.

89Se hy ¢ nullo, Iordinamento ¢ fatto passando a considerare hg, che non pud essere
anch’esso nullo perché, in questo caso, la rappresentazione sarebbe quella banale.

(2.19.840)
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Avendo le radici modulo unitario, posto ,u,(l) = (z,y), otteniamo che

1=2p0) ) =2b- = (1L,V3) - (2,y) = T+V3y o 19040
0=2p® . M =2c.p o =(L=V3)-(zy) = z=V3y 7

e dunque

_ . R = Wz X2 2.19.843
o 2’ v= 2\/§ 6 a (2’ 6 ) ( )

L’altro peso fondamentale u(2) corrisponde alla coppia di Dynkin
(s1,s2) = (0,1) e dunque ¢ definito da

20 20 . 4@
o =0 “Lopr ! (2.19.844)

= z+ /3y

—
[N}
b/\
®

8
<
|

1 1 1

Venendo alle rappresentazioni fondamentali, vogliamo dimostrare adesso
che al peso fondamentale p!) corrisponde la rappresentazione 3, mentre al
peso fondamentale M(Z) corrisponde la rappresentazione 3
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2.19.4 La rappresentazione 3

Abbiamo gia studiato questa rappresentazione, la quale opera in uno spazio
vettoriale di dimensione 3. I suoi generatori sono gli Ay, di cui alla (2.16.662)
e l'algebra di Cartan ¢ generata da H; = A3 e Hy = Ag, definiti da

L[ 1 00 . 1 0 0
H=- 0-1 0); Bo=——( 0 1 0 | (219847
2\ 0 0 o 23\ o o _2

I loro autovettori simultanei normalizzati sono i seguenti

1 0 0
V] = 0 ]; ve= 1 1; vs= 0 (2.19.848)
0 0 1

(2.19.849)

o= )
a = (pag)-(3%) e

vy = <0, —\%) = (0, —?) (2.19.851)

Nelle notazioni per cui la base ortonormale dello spazio ¢ scritta come |h, p, R >,
abbiamo (non c¢’é degenerazione, dunque p & assente)

vV & ’Vl; 3>
vy & |1e; 3> (2.19.852)
vy & vz 3>

ed evidentemente ’autovettore con il peso piu alto € vy, a cui corrisponde il
peso hy; = vy.

Determiniamo adesso la coppia dei coefficienti di Dynkin (s1, s2) che carat-
terizzano la rappresentazione. Per definizione™ risulta

si=2b-hy = (1,V3) - (5, %) =3+4 =1
sy=2c-hur = (1, —v3) - (5, %) =4 -4 =0

Dunque la rappresentazione 3 individua, nello schema che abbiamo descritto,
la coppia di Dynkin (1,0), coerentemente con il fatto che il suo peso piu alto
v1 coincide con il peso fondamentale ;1.

La 3, quindi, ¢ una delle due rappresentazioni fondamentali di SUS3.

(2.19.853)

908i ricordi che le due radici semplici b = p(l) e ¢ = p® sono normalizzate all’unita.
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Vediamo adesso come, partendo unicamente dalla coppia di Dynkin
(1,0), si possa ricostruire la rappresentazione 3.
Come sappiamo (cfr.(2.19.843)), il peso fondamentale definito da (1,0) ¢

pH = (1 ‘/§> = hy, (2.19.854)

Dunque, essendo per ipotesi hy; il peso piu alto nella rappresentazione, ’au-
tovettore corrispondente |hy; >, che supporremo normalizzato, sara annichi-
lato dagli operatori di salita legati alle radici semplici e conseguentemente
da tutti gli operatori di salita, per cui

Iy |hy >= 10 >; Uy |hpy >= 0 >; Vilhy >= 0> (2.19.855)
D’altronde
L=H, U= % (ﬁl n \/§ﬁ13) S T % (ﬁl - \/§H3) (2.19.856)
e dunque risulta
Iyhy > =3|hy >=3p® > =1 >
Uslhar > =2 (14 VBL) |hy >= % |hy > = L|hy >=1 >
Valhy > =1 (1—vBY) by >=2hy > =[0>

Questo risultato ci dice che il vettore |v; >= |hy >= |u) >, riguardo
agli operatori I; e Uj, ¢ il capostipite di una rappresentazione di SU2 di
spin j = %, mentre, essendo annichilato dai Vj}, costituisce un singoletto di
V-spin.
Dovra dunque esistere sia il vettore I_|v; > come pure U_|v; > e sara
I vy > = E_avy >=Alyy —a>= Ay > (2.19.858)
U_lyy > = E_plyy >=Blyi —b>=Blrs>  (2.19.859)

dove abbiamo usato il fatto che

m—b =(3 % _(E’ 7) =0 _T) V3

mentre A e B sono costanti reali scelte in modo che |12 > e |v3 > risultino
normalizzati. Riguardo a queste costanti, si ha

|A|2 < U2|I/2 > = < I/1|(I,)TI,|V1 >=I I/1|I+I,|I/1 >=
= < l/1| [I+, I,] |V1 >+ < 1/1|I,I+|I/1 >=
1
= <nllln >= (2.19.861)
|B’2 < V3’V3 > = < V1|(U_)TU_|V1 >=< I/1|U+U_|V1 >=

= <wn|[Us, U]y >+ <n|U_Uilyy >=

1
= < I/1|U3‘V1 >= 5 (2.19.862)

(2.19.857)
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e dunque, con una scelta di fase ovvia, possiamo concludere che

1 1
A=B=— = [ |ry>=—
NG =15

1
V2

|I/2 > U7|l/1 >= |I/3 > (2.19.863)

Dimostriamo ora che lo spazio lineare tridimensionale generato dalla base
ortonormale |v; > & trasformato in sé dagli operatori I;, U; e Vj, dunque &
sede di una rappresentazione di SU3 di dimensione 3.

Iniziamo dall’azione di questi operatori su |v; > che gia conosciamo: si ha

I+|l/1 >= ’0 >, I_’V1 >= %’VQ > 13‘1/1 >= %’Vl >

U+|I/1 >= |0 >, U7|V1 >= %|l/3 >; U3|V1 >= %|V1 > (2.19.864)
Vilvy >=10>; V_|yg >= |0 >; Vsl >=10 >

Vediamo adesso qual é I’azione di questi operatori su |vg >.
Iniziamo dagli I;: abbiamo (cfr.anche (2.18.725))

Iiva> = V200 |y >=V2[[, I ]|lvy > +V2I 1 |y >=
V2 1
= V2I 0>= = = — 2.19.865
\/> 3’V1 > —H > 5 |l/1 > ﬁ’yl > ( )
I|lra> = V211 |y >=10> (2.19.866)
. 1
I3’V2 > = Hl‘ljg >= —§|I/2 > (2.19.867)

dove la (2.19.866) discende dal fatto che, essendo |y > il capostipite di un
doppietto di I — spin, 'azione su di esso dell’operatore di discesa I_ al qua-
drato conduce al vettore nullo.

Passiamo a considerare 'azione degli U; su |vo > : abbiamo (cfr.anche
(2.18.724))

Uplva> = V22U I |y >=V2[Uy, I_] |y > +V21 Uy |vy >=

-1
= V2=V |y >+H0>=[0>+0>=|0> (2.19.868)
V2
H 3H 1({ 1 3
U3|V2 > = L\“ |I/2 >=— | —=+ \/§£ ‘1/2 >= |0 > (2.19.869)
2 2\ 2 6
U_lvy> = 0> (2.19.870)

dove la (2.19.870) discende dal fatto che, poiché lo spettro delle rappresen-
tazioni irriducibili di SU2 ¢ simmetrico rispetto allo zero, date le (2.19.868)
e la (2.19.869), il vettore |vp > costituisce necessariamente un singoletto di
U — spin.
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Quanto, infine, all’azione dei V; su |vo >, abbiamo (cfr.anche (2.18.724))

V+’V2 >

V3|V2 >

V_’VQ >

= V2V | >=V2[V, I ]|n > +V2I_Vi|v, >=

1 1
= V2—U_ly; > 4|0 >= —|va > 2.19.871
\/5 ’ 1 ‘ \/5‘ 3 ( )
1 1( 1 V3
5 (Hl . \/§H2) v2 >= 3 (—2 — V3 > vy >=
1
= Gl > (2.19.872)

= VLI |y >=V2[V_, 1 ]|y > +V2I_V_|p >=

0> 4+V2I_V_|y >=10 > (2.19.873)

Riguardo infine all’azione degli operatori I;, U;j e V; su |v3 >, abbiamo

I+|V3 >

Ig|l/3 >
I_|V3 >
U+’V3 >

U3|l/3 >

U_|vs >
V+’l/3 >

Valvg >

V7|V3 >

V2IL,U |y >=V2[I,, U]y > +V2U_I |y >=

—1

V2—=Vi|v1 > +]0 >= —Vi|vy >=10 > (2.19.874)
V2

Hilvz >=10 > (2.19.875)

0> (2.19.876)

VULU_ vy >=V2[U,, U | |1 > +V2U_Uy vy >=
1/ R
\/§U3|V1 >= \@5 (Hl + \/§H2> |V1 >=

1(1 V3 1

\65 (2 + \/§6> v >= Em > (2.19.877)
1/ . 1 V3
5 <H1 + \/§H2> lvs >= B (0 - \/§3> lvg >=

1
5l > (2.19.878)
VU _U_|vy >=V2(U_)? |y >=10 > (2.19.879)
VVLU_|vy >=V2[Vi, U_] |1 > +V2U_Vi|y >=
0> +[0 >= 0 > (2.19.880)

1/~ . 1 3 1
5 <H1 - \/§Hz) lvg >= = <0+ ﬁ{) lvg >= §|u3 >

2
V2V_U_|vy >=V2[V_,U_]| |1 > +V2U_V_|v >=

1 1
V2 I |y > 4]0 >= —=|1n > 2.19.881
7 |1 | ﬁl 2 ( )

dove, in particolare, la (2.19.876) discende dal fatto che le (2.19.874) e

(2.19.875) indicano che il vettore |v3 > costituisce un singoletto per I’ —spin.
La figura riportata sotto mostra ’azione degli operatori di salita/discesa

sui vettori |v; >. Quelli non indicati danno come risultato il vettore nullo.
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Hy

ba>=| (-3 9))| 1 >=|(39))

Fig.2.19.4 : azione degli operatori di salita/discesa sui |v; >

Come si vede, lo spazio che ha per base ortonormale i [v; > ¢ trasforma-
to in sé dai generatori I, U; e V; ed ¢é facile verificare dai risultati ottenuti
sopra che la rappresentazione di SU3 a cui essi danno luogo ¢ proprio la
rappresentazione 3.

Limitandoci ai casi con risultato non nullo, possiamo riassumere quanto
ottenuto nel modo seguente:

I_|v, >= % lve >, U_|vy >= % lvs >; Vilvg >= % lvs >
Iy >= % v > Uylvs >= % v >; Vo|vg >= % |y >
13’1/1 >= % ‘1/1 >, U3|V1 >= % |V1 >, V3‘V2 >= —% ’1/2 >
Islvg >= —% vy >; Uslvs >= —% lvs >; Vs|vg >= % lvg >

(2.19.882)

I vettori |v; > e |vy > costituiscono un doppietto di I — spin, mentre
|vs > & un singoletto. Analogamente |v; > e |v3 > sono un doppietto di
U — spin e |v2 > ¢ un singoletto mentre |y > e |v3 > sono un doppietto di
V — spin e |v1 > & un singoletto.
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La rappresentazione 3

Abbiamo visto che al peso fondamentale ;1) definito dalla coppia di Dynkin
(1,0), corrisponde la rappresentazione fondamentale 3.

Vogliamo dimostrare che all’altro peso fondamentale u(?), definito dalla cop-
pia di Dynkin (0, 1), corrisponde la rappresentazione fondamentale 3.
Come sappiamo

1 3
p? = (2, _\({) =hy = (2.19.883)

Poiché il vettore |hy; >= |u(?) >= |7y > ¢, per definizione, quello con il peso
piu alto nella rappresentazione, esso é necessariamente annichilato da tutti
gli operatori di salita, ovvero

I+|172 >= U+‘I72 >= V+‘l72 >= |0 > (2.19.884)

Inoltre, essendo |2 > autovettore simultaneo di H 1€ 1:12, risulta

13|V2 > = ﬁ1’V2 > =3 |V2 >
U3|V2> :% Hl—}-\/gHg ‘172> :% %_'_\/g—T\/g ‘172> :|0>
Vg‘l/2> :% I'Afl—\/gﬁg ‘172> :% %_\/g—T\/?j ‘52> =%|72>
Abbiamo poi che
_ _F — _ 1 3 — 15
V7|V2> :E,C|I/2> —|I/2—C> =7 O,T)>:—2|3>
I,|I/2> EE,a|_2> :|y2—a> :% —%,—% >E%|Dl>
e risulta
Ig|171 > = ﬁ1|91 > =—3 ‘171 >
Uslin > =1 (243285 > =—Ljm>
‘/3’51> :% _%_\/g_Tg ’D2> e (2 19887)
Is3|og > :I:I1|53> =10> o
U3‘l73> % 0 \/§§ ’ﬂ3> Z%‘173>
V3’53> :% 0—\/373 |172> :—%‘173>

Per gli altri operatori non indicati, il risultato é nullo.

(2.19.885)

(2.19.886)
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In conclusione abbiamo che

e il vettore | > ¢ il capostipite di un doppietto di I — spin di cui il
secondo elemento ¢ |71 >, mentre |73 > ¢ un singoletto;

e il vettore |73 > ¢ il capostipite di un doppietto di U — spin di cui il
secondo elemento ¢ |7; >, mentre |7y > & un singoletto;

e |y > & il capostipite di un doppietto di V' — spin di cui il secondo
elemento ¢ |73 >, mentre |71 > & un singoletto.

E’ facile convincersi che si tratta della rappresentazione 3, complessa
coniugata della 3. Lo spettro degli autovalori degli operatori di Cartan
dell'una si ottiene da quello dell’altra per parita nel piano (Hy, Ha). Questo
¢ il motivo per cui abbiamo chiamato |7, > il vettore di peso piu alto in
quanto trasformato per parita di |vp > della 3.

Si osservi infine che gli spettri della 3 e della 3 sono trasformati in sé per
rotazioni di 120° intorno all’origine degli assi (H1, H), come pure per parita
rispetto all’asse Hs, ovvero per H;y — —Hj.

Ho

= (0. )

AHl

) el 9)

Fig.2.19.4 : Azione degli operatori di discesa sui |v; >
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Le rappresentazioni triangolari (n,0)

Il peso piu alto hys per la rappresentazione irriducibile descritta dalla coppia
(n,0) (dove n & un intero strettamente positivo) ¢ tale che

s;=n =2b-hy :(1,\/3)-(3:,,1;) = z+V3y=n
s2=0 =2c-hy =(1,-V3) (z,y) = z—-V3y=0

da cui
3

Poiché |hy; > ha il peso pin alto, sara

(2.19.888)

)

|3
|3

?) > (2.19.889)

n
xr = —: =
9’ Y

|3
w3

n n
2 3
Ii|hy >=Uilhy >=Vilhy >=10 > (2.19.890)
mentre avremo
I3lhy >= Hilhyy > = 2lhy >
Uslhy >= 5 (ﬁh - \/§ﬁ2> lhy > =%y > =ghy > (219.891)
Vslhy >=1 (ﬁl — \/51?2) lhy > =2hy > =[0>

Dunque risulta che |hy; >

1. & capostipite superiore di una rappresentazione irriducibile di I — spin

con j = g;

2. & capostipite superiore di una rappresentazione irriducibile di U — spin
con j = 3;

3. & un singoletto di V — spin

Per evidenziare quanto sopra, introduciamo nella descrizione di |hy; > anche
il vettore p = (I,U,V), fatto dagli autovalori degli operatori I, U?, V2,
ovVero

hy > — |hy,p > (2.19.892)

per cui, nel caso attuale, |hy; > diventa

(Z ;“f) , (72”;0>> (2.19.893)

Dato il punto 1. di cui sopra, successive applicazioni di I_ al vettore
|hps > definiscono la catena degli n + 1 vettori appartenenti alla rappresen-
tazione irriducibile di I — spin di cui il vettore |hy; >= |ig > & capostipite
superiore, ovvero

|hM >=
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dove Uy, e V), sono da determinare.

In modo del tutto analogo, dato il punto 2. di cui sopra, successive ap-
plicazioni di U_ al vettore |hy; > definiscono la catena degli n + 1 vettori
appartenenti alla rappresentazione irriducibile di U — spin di cui il vettore
lhpr >= |ug > & capostipite, ovvero

us >= ‘(” 5 i 73 (g _ s)> , (IS, 7;v)> s=0,..,n (2.19.895)

iy, >= ‘(” 3 n 73 (% —n)> : (InZVn>> - ‘(0 —Mf) , (InZVn)> (2.19.896)

Vogliamo adesso dimostrare che

e per i vettori |ig > vale la proprieta di essere annichilati dagli operatori

V_e U+;

e per i vettori |us > vale la proprieta di essere annichilati dagli operatori
V+ (§] I+

Nella figura é mostrata la disposizione di questi autovettori nel piano Hy, Ho,
nel caso di n = 2.

Hy

"Ug >= |ig > 11 > 10 >= |ug >
[ ] [ ] [ ]

Hy

[ J [ J
v > uy >

) ug >
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Iniziamo dagli |ig >.

Il vettore |ig >= |hjs > & effettivamente annichilato da Uy in quanto, per
ipotesi, esso é annichilato da tutti gli operatori di salita, ed ¢ annichilato
anche da V_ perche, come gia osservato, |hys > ¢ un singoletto di V' — spin.
Supponiamo ora che Uy e V_ annichilino |iy > (0 < k < n): vogliamo
dimostrare che da questo discende che anche |ig41 > ¢ annichilato da que-
sti due operatori. Infatti, essendo |igy1 >= al_|iy > con « costante di
normalizzazione opportuna, ecco che risulta

Uilipg1 >=aUs I _|ig >= a Uy, I_]]iy, > +al_U,liy >= ;—%V,uk >= 0> +|0 >= 1[0 >

2.
V_ligy1 >=aV_I_|ig >=a[V_,I_]|i > +al_V_|iy, >= 0> +]0 >= 1[0 > (

Questo ci dice che non ci sono vettori corrispondenti ad autovalori di H,
superiori a quello degli |i >.

Passiamo adesso a considerare gli |ug >.
Il vettore |ug >= |hps > ¢ ovviamente annichilato da V e I in quanto esso
é annichilato da tutti gli operatori di salita. Supponiamo ora che I, e V.
annichilino |us > (0 < s < n): vogliamo dimostrare che anche |usy; > €
annichilato da questi due operatori. Sia infatti |usy; >= SU_|us > con
costante di normalizzazione opportuna: risulta

Iijusyr > = BI U |us >= B[, U_]|us > +BU_I|us >= B%VW,S > +|0 >= [0 >

(2.19.8
V+|US+1 >= 5V+U7|Us >= ﬁ [V+, U,] ‘Us > +ﬁU7V+|U5 >= |0 > ‘HO >= |0 >

e questo prova che, dato il capostipite |hys > assegnato, non esistono auto-
vettori simultanei di H; e Hy con autovalori "a destra" di quelli associati
agli |ug >.

Veniamo ora alla determinazione degli autovalori mancanti degli opera-
tori U? e V? relativamente ai vettori |ir >. Abbiamo

1/ . 1|/n nvV3
Ug’ik > = = (Hl + \/§H2> |7,k >= — (* — k) + \[i£ ’Zk >=
2 2 (\2 3 2
1n n n—=~k
= —[2 -k —} o >= : 2.19.899
5 15—k gl >= Tl > ( )
Poiché si ¢ anche visto che U i, >= |0 >, ne segue che |i; > & capostipite
superiore di una rappresentazione di U — spin con j = "T_k, per cui possiamo
concludere che U, = ”T_k In particolare, questo implica che [i,, > sia un
singoletto di U — spin.
Quanto al V' — spin, risulta che
1/ N 1 n nv3
, _ Yig o H) 1 (——k)— nv3| o
Valig > 2( 1 — V3H>) Jiy, > 5[5 \/532 i, >
1rn n k
_ 2 f_k_,] S— 2.19.900
15 ) ik == gl > ( )
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Siccome abbiamo visto anche che V_|i; >= |0 >, questo significa che |i; >
é capostipite inferiore di una rappresentazione di V' — spin con j = %
Possiamo dunque completare la (2.19.894) concludendo che

i > = |(Hi, Ha), (I, Uy, Vi) >=
n n V3 n n—=k k

Passiamo ora a determinare gli autovalori Iy e V; che caratterizzano
(cfr.(rap65)) i vettori |us >. Abbiamo
n—s

2

I3ug >= (2.19.902)

e abbiamo dimostrato che I;|us >= |0 >, dunque |ugs > & capostipite supe-
riore di una rappresentazione irriducibile di I — spin con j = *5*.

Quanto al V' — spin, risulta poi che

1/ A 1 — 3
R (U OIS oA I o)

- Ly

2

n 3 S
_ 4= == 2.19.
5 5 T 23} lus > 2\u5 > (2.19.903)

e siccome si & dimostrato che Vi |us >= |0 >, possiamo affermare che |us >
é capostipite superiore di una rappresentazione irriducibile di V' — spin con
j = 5 e dunque possiamo cosi riscrivere 1a(2.19.895) come segue

|Us> = |(H17H2)7(135U57‘/S) >=

n—s \/§ n n—s n s
— (= - -, = ; =0,... 2.19.904
(52 G-9) ("5553)) =0 @a0a0

Si osservi che, per s = n, ovvero al vertice inferiore del triangolo, il vettore

|u, > & capostipite superiore di una rappresentazione irriducibile di V' — spin
. n . R

con j = 4. Se poniamo per comodita

3
0o >= [un >= ‘ <0, —n{) , (o, g ;’)> : (2.19.905)

allora la catena degli n+ 1 vettori |v; >, definita a partire da |ug > mediante
successive applicazioni di V_ = E_¢, ¢é fatta dai vettori

n
vy > = |(H1,H2),(It,Ut7§) >=

_ '(;‘f <t 2;)) , (;”2_“;>> (2.19.906)
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dove i valori di I; e U; sono determinati seguendo la procedura vista sopra.
La catena dei |v; > chiude a sinistra lo spettro degli operatori di Cartan, la
cui forma ¢ quella di un triangolo equilatero con il vertice in basso.

Lo spettro di questi autovalori é riassunto nella relazione per cui, fissato
I'intero non negativo n, dati m ed s interi non negativi tali che m + s < n,
risulta

(2.19.907)

Per ciascuno dei tre spin (I, U, V') ci sono n+ 1 rappresentazioni irriducibili
con j che scende di mezza unita a partire da 3, fino a zero, per un totale di
autovalori possibili pari a

27n(n+1) _ (n+1)(n+2)
2 2

N:zn:(nﬂ—k) = (n+1) (2.19.908)
k=0

E’ interessante ricordare che ciascuno degli autovalori (h1, he) é non degenere
ovvero, nello spazio lineare dove agisce la rappresentazione, per ognuno di
essi esiste uno e un solo autovettore simultaneo di H- 1€ f[g.

Dato che

e lazione di U_ = F_j, sul generico autovettore degli operatori di Cartan
avente peso h, é quella di trasformarlo in un autovettore di peso

1\/§>

a meno che questo peso sia fuori dello spettro possibile, nel qual caso
il vettore viene annichilato;

e lazione di I_ = F_, sul generico autovettore degli operatori di Cartan
avente peso h, é quella di trasformarlo in un autovettore di peso

h—a = (hy, hs) — (1,0) (2.19.910)

a meno che questo peso sia fuori dello spettro possibile, nel qual caso
il vettore viene annichilato;

l'autovettore definito dal vettore dei pesi (2.19.907) puo essere determinato a
partire da [hps > il cui peso, come sappiamo, ¢ ( 5, @%), nel modo seguente

(a parte la normalizzazione)

(552 2G-9)) <o >
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ma questo non & 'unico modo. Sempre con gli stessi operatori possiamo
ottenerlo anche come

(” ; 5 _m, ‘f (g - 3)>> o (U-)° (I-)™ |hyy > (2.19.912)

In questo caso é facile rendersi conto che il risultato sara lo stesso perché U_
e I_ commutano: esistono, perd, anche altri modi in cui, pur ottenendo lo
stesso peso, non € a priori evidente che conducano allo stesso autovettore,
come per esempio se si pone

‘(” 2 == m, i (ﬁ - S>>> oc (Vi) (1) |hpr > (2.19.913)

2 \3

Nella nota®! riportata sotto, dimostriamo che questo & vero, cioé che

(U-)* (I2)™ |hap > o< (V4)® (12)*T™ |hyy > (2.19.917)
9 Risulta (si ricordi che [V, 1] = %U_, Vi, U-]=0=1[I-,U-))

Vi) (1) = (V)" Vil (1) =
Vi) T Vi I (1) (Vi) T Ve (1) =

_ 1 sdm— s— s+m—
Vi) 15[]— ()= (Vi) T LV (1) =

U (V3" L (1) (Vi) VR (1) 2 =

I
— o~

—~

V2
U (Vi)™ ()™ (Vi)™ (1) Vi (1) % =

U— (Vi) T () (Vi)™ (1) Vil (1) 2 =

SRR DRl

V2
= U (V)T )T (V)T (1) (1) =
S + m s—1 s+m—1 s—1 s+m
= .= U_ (V. I_ + (V- I_ V.
7 Vi) (1) V) 1) +
Poiché V annichila [|hp; >, possiamo trarre una prima conclusione secondo cui
(Vi) (1) |har >= S%mU_ (V) (1) gy > (2.19.915)

e quindi, iterando per s passi fino a portare tutti i V4 a destra, otteniamo infine che

U (Vi) ™ (L) (Vi) T L [V L (L) 72 4 (Vi) T LV (1) =

U- (Vi) (1) (Vi)™ L%U, ()™ 2 (V) ()2 Ve ()T 2 =

U_ (Vi) NIy (Vi) (T2 Ve, T ()3 4 (Vi) ™ (T TV (1) 3 =

U (Vi) ™ ()™ o (V) () U (1) (V)™ (1) Vi (1) =

(2.19.914)

(V4)* (I-)™™ |har >= (i> (s+m)(s+m—1)..(m+1) (U_)" (I)™ |ha > (2.19.916)

V2
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Vediamo ora cosa succede nel caso generale.
Vogliamo dimostrare che, qualunque sia la successione di operatori di sali-
ta/discesa che conducono da |[hjs > a un autovettore corrispondente all’au-
tovalore (hy, he), con

(hy, ha) = (" 5 van \/§s> (2.19.918)

2

finiamo sempre per ottenere lo stesso autovettore.

Iniziamo osservando che se assumiamo, in generale, che la successione sia
costituita da

e ¢ operatori I, e a operatori I_,
e b operatori U, e b operatori U_,
e c operatori V. e ¢ operatori V_

disposti in un prodotto a priori casuale, allora, se il risultato conduce da
lhar > a |(hi, he) > deve accadere che, essendo hy, = (%, @ %) e (hi, ha)
dato dalla (2.19.918), risulti

- —m—%z(a—c‘z)+%[(b—l_))+(c—5)]; s (b—B)—(c—7)  (219.919)

ovvero deve aversi che, posto

(2.19.920)

Il
(wyl]
\
a@‘
2
Il
ol
\
(@)

a=a-—a; I3
si ha
m=a—"; s=p0—x (2.19.921)

Poiché gli operatori I, Uy, V4 e V_ annichilano |hy; >, procederemo
alla riduzione della successione S di operatori data, S = S(«, 3,7), usando
le regole di commutazione per spostare via via verso destra ciascuno degli
operatori I, Uy, V4 e V_, in modo da giungere a una successione che
annichila |hp, >.

Vediamo esplicitamente che cosa intendiamo.

Sia dunque X l'operatore fra i quattro indicati sopra che si trova piu a destra
nella successione S. Esso non pud trovarsi alla fine della catena perché,
altrimenti, avremmo che S|hy; >= |0 >. Dunque sara

S(a,B,7) =PI XY P (2.19.922)
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dove la successione P, puo essere costituita solo dagli operatori I_ e U_ che,
poiché commutano, assumeremo sia tale Py = (U_)? (I_)? = P2(q,p,0), dove
P, ¢ sono interi non negativi opportuni. Quanto a XY, le possibilitd sono
solo le seguenti: I, I, I,U_, U I_, U U_, Vi I_  V,U_,V_I_|V_U_.
Per spostare verso destra 'operatore X, facciamo uso dei commutatori, che
forniscono

I, I =11,+Is LU =U_I, — %w
Ul =1.U,—--Lv U U_=U_U; +U
N Ty N T (2.19.923)
V+I_ :I_V_g_—i-ﬁU_; V+U_ :U_V++O
VoI =1V_+0; V.U_=UV_+ \}I_

Dunque
S=P XYP,=S=PYXP,+S=PCP,=5+5 (2.19.924)

dove abbiamo indicato con C' il commutatore [X,Y].

Si osservi che S7 contiene gli stessi operatori di S ma con 'operatore X un
passo piu vicino all’estremo destro, mentre Si = P C P, ha comunque un
operatore di tipo X in meno rispetto a S. Riguardo a S e Si, essi sono
caratterizzati dalla stessa terna («, 3,7) e dunque risultera che

Slhyr >=|(h1, he) >; Silhar >= Al(h1, ha) > (2.19.925)
dove A sara un’opportuna costante. Quindi
Sihy >= (S — S1)|hy >= (1 — A)|(hy, ha) > (2.19.926)
ovvero anche S;|hys > sara proporzionale a |(h1, ha) >, cioé
Sy >= Py C Py |hyy >= A |(h1, ho) > (2.19.927)
Circa il commutatore C', consideriamo adesso tutti i casi possibili.

e U=0
In questo caso il termine S; ¢ nullo.

e (' = I3 oppure C = Us
Poiché

_ 7. —_1
[f, L] ==L [l U] = —5 U (2.19.928)

abbiamo che

LP=I3{U-)"(I.)"=(U-)

P I3 =5 (U-)" (1) = q(U-)" (1)1
Us Pr = Us (U-)" (I)* = (U-)"( 3 (U

1)1 Us —p(U-)P (I-) = §(U-)P (1-)
Ma |hjs > ¢ autovettore sia di I3 che di Us per I'autovalore % 5, quindi,
avendo in mente che Si agira su |hys >, possiamo concludere che

C=1;3: SIIZP]_ (U_)P (1)1 (ﬂ_g_q)
q
2

C=U;: S'l =P (U_) (1)1 ( —p) (2.19.930)

N3 o

. (2.19.929)
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. - 1
o O= \/51'_ oppure C = \/iU—
In questo caso abbiamo semplicemente i due casi seguenti

/

C=2L11 . S =21p U )ya )

V2 ;o V2 2.19.931
C=5U-: S =1P (U_yPH (1)1 ( )
e C = —%V} oppure C' = —%V_
In questo caso, poiché
[V+,U_] = 07 [V+7I—] = %
2.19.932
VoU =l VL] =0 (2.19.952)

abbiamo che
1

ViR = Ve (U (1) =~ (U Vi (1) =

U g L

= —ﬂ\/i(U,)’” (1)1 ﬁ(U,)P (I)?Vy (2.19.933)
Ayp o L gy L gp v (210034

V2 V2V2 V2

ovvero, ricordando che questi operatori agiscono su |hys >, il quale &
annichilato sia da V. che da V_, possiamo affermare che

C=-pVe: Si=-Jpf P (U (1) (2.19.935)
C=—pVor Si=—gsl P (U (1)

Possiamo cosi concludere che C P, pud essere considerato come costituito
unicamente da un prodotto di operatori U_ e I_ e dunque in Si gli operatori
di tipo X, uno in meno rispetto a S, saranno presenti solo in P;.

Iterando la procedura elimineremo dalla successione tutti gli operatori di
tipo X e quindi finiremo con una successione di soli U_ e I_.

Poiché la procedura garantisce che la riduzione ¢ fatta mantenendo il fatto
di generare |(hi,h2) > a partire da |hys >, la sua conclusione condurra a
un’espressione S =245 (a, 8,0) che, per quanto visto, potra solo essere tale
che

S(a, 8,0) = S(m,s,0) = K (U_)* (I_)"™ (2.19.936)

In altri termini, resta cosi dimostrato che per ciascun peso possibile (hi, h2)

(hy, hy) = (” 5, Y30 \/§s> (2.19.937)

2 23 2

esiste una sola sequenza di operatori di discesa che, a partire dal capostipite
lhps > conduce all’autovettore cosrripondente.

Questo naturalmente implica che nelle rappresentazioni (n,0)
non c¢’é degenerazione.
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Infine, per concludere sulle rappresentazioni triangolari di tipo (n,0),
ricordiamo che, per quanto gia osservato, esse costituiscono la rappresenta-
zione irriducibile di peso piu alto che si ottiene dal prodotto di n rappresen-
tazioni fondamentali di tipo (1,0), ovvero di n rappresentazioni 3.

Come esempio consideriamo la rappresentazione caratterizzata dai coefficien-
ti di Dynkin (2,0).

Prendiamo dunque il prodotto tensoriale (1,0) ® (1,0) = 3® 3. Poiché i pesi
nella rappresentazione fondamentale 3, come abbiamo visto, sono

b — (;?) L <_;\é§> L = (o,-?) (2.19.938)

ne segue che i pesi nella rappresentazione (riducibile) 3®3 saranno i seguenti

3) . _ _ 3). _
vip=v1+v = 13% ; Vg =Vt = 0,%), Vi3 =v1+v3
3) . _ _ 3) . _
Vo1 = V2t = 0,% ; Vg =12+ 1y = —1,7>, Vo3 = V2 + 13
1 3) . _ _(_1 3) . _
V31 =v3 -+ = 57—%)7 V3p = V3 + g = —57—%>, V33 =r3+ 3
Hy
V22 V12 £ 21 Vi1
[ ([ J
1) V1
L] L]
Hy
V23 = U32 Vi3 = V31
o V3
@33

Fig.2194:323=6®3

ol
oI
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g
N——
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Essi sono sei, di cui i tre cerchiati nella figura, ottenuti in due modi
diversi, cioé

0, ? = V2 =121
L _§> — 3 = vay (2.19.939)
—%,—%) = Va3 = U3

Chiaramente la rappresentazione prodotto tensoriale ha

lhy >= (1, @) = |11 > da cui, attraverso gli operatori di discesa I_ e U_
possiamo costruire, nel modo gia ampiamente descritto, i vettori della base
della rappresentazione irriducibile con coefficienti di Dynkin (n,0) = (2,0),
la quale ha dimensione N = %(n + 1)(n + 2) = 6.

Riguardo ai tre vettori "doppi", la loro componente simmetrica si trova nella
6 mentre la parte antisimmetrica forma la rappresentazione irriducibile 3.
Dunque

(1,0)® (1,00 =3®3=6®3=(2,0)a (0,1) (2.19.940)

Le rappresentazioni triangolari (0,n)

Queste rappresentazioni hanno semplicemente lo spettro cambiato di segno
rispetto alle (n,0), essendone le loro complesse coniugate. Non presentano
novita di rilievo e dunque non le considereremo oltre.

Le rappresentazioni (n,m)

Si tratta delle rappresentazioni irriducibili di SU3 piu generali che possiamo
avere. Esse sono presenti, una volta, nel prodotto tensoriale (3)" @ (3)™.
Supporremo nel seguito che n > m > 0. Nel caso in cui, invece, m >
n > 0, la rappresentazione ¢ semplicemente la complessa coniugata del-
la rappresentazione (m,n) e dunque rientra sostanzialmente nel caso che
considereremo.

Il peso piu alto hy; = (x,y), secondo quanto abbiamo visto, sara tale che

st = n=2b-hy = (LV3) (z,y) =z+V3y=n (2.19.941)
s2 = m=2-hy = (1,-V3) (z,y) =2-V3y=m o
da cui
n+m n—m 3
z= 220 y=" (2.19.942)
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e dunque

n+m n—m\/g n+m n—m\/g
h,; = — h = — 2.19.94
M ( 2 ' 3 2) = b > ‘( 2 ' 3 2>> (2.19.943)

Per ipotesi, |hy; >, in quanto avente il peso piu alto, sara annichilato”? da
IJrv U+a V+:

Iy |hy >= Uy |hy >= V4 |hy >= [0 > (2.19.944)

Essendo |hjy; > autovettore simultaneo degli operatori di Cartan H e ﬁg,
lo & anche degli operatori I3, Us, V3 e abbiamo

Ig‘hM> = ]fll ’hM> = HTm’hM>
Ushhy > = 3 (Hi+V3H;) hy > = 2hy > (2.19.945)
V3’h]\/[> = % E[l—\/gﬁg |hM> = %’hM>

Questi fatti implicano che |hjys > sia capostipite superiore

e di una rappresentazione di I — spin con j = ”gm;

e di una rappresentazione di U — spin con j = 5;
e di una rappresentazione di V' — spin con j = .
Poniamo adesso

lug >= |hps > (2.19.946)
e definiamo gli autovettori simultanei (non normalizzati) di H, e Hy

lup >= (U_)F Jug >= (U_)* |hys >; k=1,..,n (2.19.947)

i cui pesi sono i seguenti

Juj, >= ‘("er —g, n_m§ké§>> (2.19.948)

2 3
Vogliamo dimostrare che essi sono tutti tali per cui
I |ug >=10 > (2.19.949)

Infatti, poiché

1
V2

92Gi osservi che, rispetto a quanto succedeva nelle rappresentazioni triangolari (n,0),
|has > non & un singoletto di V' — spin e quindi non ¢ annichilato anche da V_.

[I+, U,] = — VJr, [VJr, U,] =0 (219950)
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abbiamo
LU = LU (U = = Ve U UL ) =
= —\2 ViU UL U (Uo) =
= —\2 Vo (U )Pt - \}iU_w (U2, (w2 = =
k

= % U Ve + (U ) 1y

(2.19.951)

ed entrambi questi operatori annichilano |hy; >, per cui, effettivamente

risulta che
Iy fug >= I, (U)F hy >= |0 >

D’altronde sappiamo anche che

R A n+m k n—m+3

3 |ug > 1 |up >= Hy ( 5 5 3 g
n+m k n+m k n—m+3

2 2 2 2’ 3 2

(2.19.952)

)
).

(2.19.953)

per cui possiamo affermare che gli |ux > sono capostipiti superiori di rap-

presentazioni irriducibili di I — spin con j = 2Em=k
In modo del tutto analogo, se poniamo

"U(] >= ‘hM >

ok >= (V2P Jug >= (VO)F |hyy >; k=1,...,m

da cui

|vk >=

n+m_ﬁ n—m£+k£
2 2’ 3 2 2

ecco che, evidentemente

n+m-—=k

I3 ‘U}C >= 5

n+m k n—m+3
2 2’ 3

wg—, dove k =0, ...,n.

(2.19.954)

(2.19.955)

(2.19.956)

V3
-+ k:2> > (2.19.957)



2.19. RAPPRESENTAZIONI IRRIDUCIBILI 193

mentre risulta altresi che
o >= 1 (V)P oo >== 1, (V) |hyy >= 0> (2.19.958)

Infatti, poiché
1

Ly, V-] = N

Uy U, V]=0 (2.19.959)
risulta che

1

L, (V) = v (v)Fl= —

+ (Vo) +Vo (Vo) 7

VO U, + v v (Vo) =

Uy (VM +ver (vt =

Sl =Sl

= V) tu, + V% (Vo2 4 V2 (V)R 2 =
. VO U, + vk, (2.19.960)

V2

e siccome Vi e Iy annichilano hps, ecco che ¢ dimostrata la (2.19.958).
Ne segue dunque che i |vp > sono capostipiti superiori di rappresentazioni
irriducibili di I — spin con j = me—k’ dove k =0, ..., m.

Un esempio di spettro dei pesi é riportato nella figura (2.19.4) per la
rappresentazione (3, 2).
In una generica rappresentazione irriducibile (n,m), con n # m, lo spettro
ha forma esagonale, con il lato discendente che si origina in hy; fatto da n
punti (oltre il capostipite) disposti su una retta a 60° rispetto all’orizzontale
(asse Hy), il lato ascendente da hy costituito da m punti su una retta a 120°
rispetto all’orizzontale. I tratti sono ripetuti, alternati uno rispetto all’altro
e inclinati di 60° rispetto al precedente e i punti sul bordo sono collegati in
orizzontale da pesi distanti uno dall’altro di una unita.
A differenza, pero, di quanto accadeva nel caso triangolare, come vedremo
in seguito, nella (n,m), solo i pesi nel layer pitl esterno non presentano
degenerazione. I pesi nel layer successivo hanno molteplicita 2, e cosi via,
crescendo di una unita ogni volta, finché non si arriva, eventualmente, a un
layer triangolare: da quello in poi i layer restano triangolari e la molteplicita
dei pesi resta costante (nel caso mostrato in figura, essa vale 3).
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A partire da queste informazioni, possiamo determinare la dimensione
D(n,m) della rappresentazione (n,m) attraverso, per esempio, la somma
delle dimensioni delle rappresentazioni irriducibili di I — spin, avendo ap-
punto cura di tenere conto dell’aumento di molteplicita che si realizza via
via che si va verso i layers pitl interni dello spettro.

Come dimostreremo in generale, si ha

1
D(n,m) = B (n+1)(m+1)(n+m+2) (2.19.961)
A
Ho
@ @ ’UQ >
|U1 >
7 o
",
\ul >
Y u9 >
H, H,
@ U3 >

Fig.2.19.4 : Spettro della (3,2)

Nel caso della rappresentazione il cui spettro € rappresentato nella figura
di sopra, circa la determinazione di D(3,2), procedendo dal basso abbiamo

|U3> j:% —3

|usg > j=oemt 1 — 442
lug > j=m2gmi2_1gmi2_2 —5+3+1
]u0>:\vo>:]hM> j:mT%@mT%—l@mT%—Q —6+4+2
v > j=tHendl -1 — 543
|’02> j:g — 4
D(3,2) fn+1)(m+1)(n+m+2)=3x4%3x7 =42

(2.19.962)
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2.20 Il metodo tensoriale

Per descrivere le rappresentazioni irriducibili di SU3 € conveniente introdurre
il metodo tensoriale e per questo & necessario ripartire dalla rappresentazione
fondamentale 3 = (1,0).

Ricordiamo al riguardo che questa rappresentazione ¢ definita come

U = e, j=1,..,8 (2.20.963)

dove i generatori hermitiani a traccia nulla A; sono definiti dalla relazione

(cfr.(2.16.662))
Aj =2 )\ (2.20.964)

essendo le matrici A; definite dalle (2.16.657)-(2.16.661).
Abbiamo altresi stabilito che 'algebra di Cartan sia generata (cfr.(2.17.665))
dalle seguenti due matrici diagonali

/1 00 . 1 0 0
Hi=Ads=-| 0-1 0]; Ho=ds=——| 0 1 0 (2.20.965)
2\ 0 0 o 23\ g o _2

che definiscono i tre pesi ;; seguenti, con i rispettivi autovettori simultanei

1
1 V3
0
0
1 V3
b = (_27 6) S == 1 (2.20.967)
0
0
3
I (0’ _{) = ’N3 >= ‘3 >— 0 (2.20.968)
1

L’altra rappresentazione di SU3 di dimensione tre ¢é la rappresentazione fon-
damentale 3 = (0, 1) che, come abbiamo visto, ¢ la complessa coniugata della
3, ovvero essa ¢ fatta dalle matrici

U= (ema‘f‘j)* = e A] = giaid (2.20.969)
Poiché i generatori /lj sono hermitiani, ecco che

A= (4) = (&) = i =4 (2.20.970)
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e dunque

U= iajA; _ e—i‘l]’A§‘ = Aj = —Aé (220971)

ovvero i generatori della 3 risultano i traposti dei generatori della 3, cambiati
di segno. In particolare, nel caso dei generatori dell’algebra di Cartan, essen-
do A3 e Ag matrici diagonali e quindi coincidendo con le rispettive trasposte,
abbiamo (cfr.(2.17.675)-(2.17.676))

) ) ) (1 0 0

H = A3=-A,=-H = s 0 10 (2.20.972)
0 0 0

) A ) 1 0 0

Hy = Ag=-A,=-H 0 -1 0 (2.20.973)

Evidentemente, in questo caso i pesi risultano opposti a quelli di prima e si

ha
1
1 3
a = (—, —\f> = |m>=|">=[ 0 (2.20.974)
2 6
0
0
1 3
e = | =, —£ = jpe>=P>= 1 (2.20.975)
2 6
0
0
3
iy = (0, \3f> = |a>=P>=[ 0 (2.20.976)
1
Chiameremo adesso wvettore controvariante il vettore
v >= o, >, oFeC, k=1,2,3 (2.20.977)
mentre parleremo di vettore covariante per
¥ >= Bl >, BreC, k=1,2,3 (2.20.978)

I vettori |v > costituiscono lo spazio vettoriale dove agisce la rappresenta-
zione 3, mentre i vettori |v > quello dove agisce la 3.

Per comodita di notazione, per una generica rappresentazione unitaria
R, indichiamo nel seguito con G la matrice hermitiana a traccia nulla che
costituisce il suo generatore j — esimo, tale che

U = et (2.20.979)
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Definiamo quindi, a partire dalle matrici di Gell-Mann J;, le seguenti
matrici Aj, aventi un indice in basso e uno alto

A" = é ), (2.20.980)

Esplicitiamo ora 'azione dei generatori della rappresentazione 3 sui vet-
tori |[v >: abbiamo

Gj‘V > = Aj‘V >= fljak|k >= Oék Aj‘k >= Ctk (/L) . ‘m >=
m
= o AT | > (2.20.981)

ovvero i vettori della base controvariante si trasformano, sotto i generatori
della rappresentazione 3 secondo la legge

Gile> = [N} [m > (2.20.982)

da cui otteniamo, in termini degli operatori di cui alle (2.18.733)-(2.18.734),
(2.18.738)-(2.18.739) e (2.18.743)-(2.18.744) che

I3[y >= 5 |1 >; I3y >=—32> Bls>=0>

Li|i >=0>; Lo >=%|1 > Iifz>=0>

Lli>=25k> I-[a>=10>; I_|3>=]0>

Usli >= 5 [1 >; Usla >= [0 >; Usls >= —3[s >

Utli >=10>; Uplz >=[0>; Uils >= % > (2.20.983)
U-li>= Jls> U-la>=10>; U_|3 >=10>

Vsly >=0>; Vala >=—3 ]2 > Valg >= 3|3 >

Vil >=10>; Vil >= 503> Vils>=[0>

V_|p >=1[0>; V_|g >= 10 >; Vol >= 52>

Nella Tabella (2.2) che segue, sono riassunti i valori dei parametri caratte-
rizzanti i vettori della base |, >.

H ‘ Rappresentazione 3 = (1,0) H
Is | 1| Us |U| Vs

vettore h %
B ECEIN NN EREI ERE
> | (-58) [ -3]s] o ]o]-3]3
b> [ F) [ofo-4[3] 4 [3

Tabella 2.2: Caratteristiche dei vettori della base controvariante
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Veniamo ora all’azione dei generatori della rappresentazione 3 sui vettori
covarianti [V >: in questo caso, ricordando che A; = —A;, risulta
Gilv> = AjIv>=A;B,]" >= B, A" >= B, (4;), | >=
= <8 (4y) Fe=-B N> (2.20.984)
rSs

ovvero i vettori della base covariante si trasformano, sotto i generatori della
rappresentazione 3 secondo la legge

Nella Tabella (2.2) che segue, sono riassunti i valori dei parametri carat-
terizzanti i vettori della base ¥ >.

Gi|"> = =[NP > (2.20.985)
In particolare questo significa che, poiché come sappiamo i generatori della
3 sono tali per cui %_lj = —A;-, ne segue che
I3 — —1Is; Iy — —1I I- =1,
Us — —Us; Uy — U, U_-—-Us (2.20.986)
Va—= Vs ViV, Vo=V,
e dunque
I3t >= =5 |t >; I3)? >= 32 > I3]* >=0 >
Lil'>=—2% P> LPP>=[0>; LiP>=10>
I_|'>=10>; IP>=—Z'>  LP>=0>
Us|t >= =3 ' >; Us|? >= |0 >; Us|® >= 13 >
Uit >= —% 2> Uy 2>=10>; Uy >=10 >
U_|' >=10>; U_|2>=10>; U-|*>=—-5|">
Vs[! >=10 >; Va2 >= 3| >; VP >= -3 >
Vit >=10>; Vi|? >=10>; Vo) >=—5 >
Vo' >= 10 >; V|2 >= —%F’ > VP >=|0>

|

Rappresentazione 3 = (0, 1) H

vettore h I3 | IT|U3 |U\| V3 |V
BRI EIH B
> [ (G8) |3 4]0 (o] 3
> [ f) oo 3323

Tabella 2.3: Caratteristiche dei vettori della base covariante

(2.20.987)
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2.20.1 La rappresentazione 3 ® 3

Consideriamo, alla luce di quanto sopra, il prodotto diretto della 3 con la 3,
ovvero la rappresentazione”® R G) definita come

R(1)=(10®(0,1)=3®3 (2.20.988)

La base canonica dello spazio vettoriale di dimensione nove dove agisce
questa rappresentazione €, naturalmente, la base

k> >=F > (2.20.989)

Esplicitiamo adesso il modo di agire degli elementi II(a) della R (}) sulla
base (2.20.989): abbiamo

M(a)l; >= (@)l > | >= €% [ > " >= (e ), >) (9 | >)  (2.20990)

Volendo determinare ’azione dei generatori G; della R G) sugli |} > basta
differenziare rispetto ai parametri a; la (2.20.990), moltiplicare per —i e
calcolare il risultato per a = 0: si ottiene

Gili> = Gile>1>=(Aile>) I'> +1e > (4] >) =
ST > 17 > =l > (L1 >) =
= I > = ALl > (2:20991)

Per studiare la rappresentazione, iniziamo osservando che il vettore |hy; >
con peso piu alto nella R G), dato che nella 3 questo é il vettore

l1) = ‘(%, %)>, mentre nella 3 si tratta del vettore ’2> = ‘(%, —§)>, eil

vettore |?) = [hy = (1, 0)).

In termini dei coefficienti di Dynkin, questo vettore sara il capostipite della
rappresentazione irriducibile (1, 1), che adesso vogliamo studiare.

I vettori della base della (1, 1) saranno tutti e soli quelli che potremo costruire
a partire dal capostipite ﬁ> usando i sei ben noti operatori di salita/discesa
la cui azione sulle componenti controvarianti e covarianti sono riportate, ri-
spettivamente nella (2.20.983) e nella (2.20.987).

Iniziamo osservando che, come deve essere per la definizione stessa di |hys >,
risulta

L)=Us})=Vi]D)=10> (2.20.992)

93Non si confonda la rappresentazione R (%)7 che é appunto il prodotto diretto della
3 = (1,0) con la 3 = (0,1) ed ¢é riducibile, con la rappresentazione irriducibile (1,1) la
quale é presente nella R (}) insieme, come vedremo, alla rappresentazione scalare.
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mentre si ha

L = -5l =— -1 (2:20.99)

PR = S -1) =5 (D +E) =-1h) @209

(I-)?]}) = —-I-|3)=10> (2.20.995)
I tre vettori H>, % (B> — 1) e }%> costituiscono una rappresentazione di
I — spin con j =1, di cui ‘%> é il capostipite.

Consideriamo ora ’azione di U_ sul capostipite: abbiamo

U-}) = \2@ (2.20.996)
U-)?3) = U-]3)=0> (2.20.997)

e questi vettori E> e ‘§> costituiscono un doppietto di U — spin avente H>
come capostipite.

Quanto al vettore ‘§>, esso € annichilato da I, infatti, dal commutatore
Iy, U_] = —%VJF ricaviamo che 'operatore I, U_ puo essere scritto come
somma di due termini che hanno a destra, rispettivamente I; e V; e dunque
annichilano |hy; >. Risulta invece che

I_|3) = —\}5@ (2.20.998)
(I-)*3) —\2 I_|5)=10> (2.20.999)

e dunque ‘§> e ‘§> costituiscono un doppietto di I — spin.
Proseguendo, abbiamo che

Vi |5) =0 >; V_|5) = V_|3) =10> (2.20.1000)

vALL

dunque |§> e ‘§> costituiscono un doppietto di V' — spin.
Risulta poi che

U_|3) =10>; Uyt |z) = Uy ]3)=10> (2.20.1001)

-5

e dunque ‘%> e B> costituiscono un doppietto di U — spin.
Abbiamo quindi che

1
Lip=lo>  Ll)=gl):  Llh=0> (2201002
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e dunque |%> e ﬁ’> costituiscono un doppietto di I — spin.
Infine
1
VoD =10>; Vi) =——1%);
= +[2) = -5 )

cosi da chiudere il perimetro esterno dello spettro.
Abbiamo cosi individuato (vedi figura) 7 vettori, cioé i sei vettori sul bordo
esterno dello spettro, cioe

D B 13 12

insieme a un vettore al centro dello spettro, cioé

1 2 1
7 (12) = 1) (2.20.1005)

che fa parte del tripletto di I — spin.

Ma al centro dello spettro, ovvero al vettore con pesi identicamente nulli,
oltre che attraverso I_ applicato a E> si puo arrivare anche, per esempio,
attraverso U_ partendo da H> oppure con V_ partendo da ‘§> Abbiamo

Vi |1 =10> (2.20.1003)

3); 1) (2.20.1004)

U_}) = (2.20.1006)

7 (1% - 1)
72 (13) = 13)) (2.20.1007)

V- [3)

La molteplicita del peso h = (0,0), comunque, non & uguale a tre poiché i tre
vettori di cui sopra non sono indipendenti. Come vuole la regola generale,
la molteplicita associata a questo peso € uguale a due e quindi la dimensione
della rappresentazione definita dai coefficienti di Dynkin (1,1) risulta pari a
otto; per cui possiamo concludere affermando che

(1,0)®(0,1)=323=8d1 (2.20.1008)

dove lo stato di singoletto corrispondente alla rappresentazione 1 & costituito
dal vettore completamente simmetrico per scambio degli indici

s >= \}g (15 +[2) + [2)] (2.20.1009)

il quale ¢ palesemente ortogonale ai vettori di cui alle (2.20.1005), (2.20.1006)
e (2.20.1007) e risulta tale che

I3|s >= Us|s >= V3|s >= |0 >

V3Ls>=L [+ [+ 5] =5+ H+0>] =l0>
V3IL-|s >=I_[[1) + [3) + [3)] :%H%%@ o>] =lo>
V3ULs >=Ur [[1) +3) +[5)] =75 -2 +\0>+!>] =1[0>
VBU-ls>=U-[[)+ )+ )] =) +0>-[)]  =l0>
VBVils >= Vi [ +[3)+ 3] =5 [0> \> 5] =10>
VBVLs>=V_ [+ )+ )] =Jlo>-B)+RH]  =10>

(2.20.1010)
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Tornando ai vettori dell’ottetto che hanno peso h = (0,0), evidentemen-
te, come abbiamo gia detto, il vettore

1(0,0);1) = é (13) -

appartiene al tripletto di I — spin. Abbiamo visto anche che

1)) (2.20.1011)

L o3

75 ()

appartiene al tripletto di U — spin, ma non ¢é ortogonale a [(0,0); 1), infatti

(0,0);2) = U_ [$) = — 1) (2.20.1012)

1 1
(0,011 (0,05:2) = S [G] = Gl [B) -] =5 (220.1013)
Questo significa che [(0,0);2) non ¢ un elemento di una rappresentazione
irriducibile di I — spin (e nemmeno di V' — spin ...) mentre lo ¢ quanto
all’'U — spin. In modo analogo accade che, posto

(0,0);3) = V_[5) = % (12) = [5)) (2.20.1014)

questo vettore appartiene al tripletto di V' — spin e risulta ancora che

(0,051 0,0:3) = 5 [G - AN IR -] =5 2201015

mentre abbiamo che

((0,0);2] (0,0);3) = 2 [(3] = ] [13) -
Nella tabella (2.4) viene riportata la caratterizzazione piu completa che

possiamo fare riguardo ai vettori della base |}).

Abbiamo indicato nella colonna R la rappresentazione irriducibile di SU3

a cui il vettore appartiene: quando essa non é unica, abbiamo riportato la

somma diretta delle rappresentazioni coinvolte.

Abbiamo trattato nello stesso modo il caso di I, U e V, cioé delle quantita

che individuano le rappresentazioni irriducibili di SU2 concernenti lo spin

corrispondente.

3)] = % (2.20.1016)

DO | =
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V_ U,
H,
I_ I
g 3> 3>
[ J [ ]
U’ vy
3 > 5> -1 > 1>
L 4 @ Ty -
3>l >5 3>—13> H,
[ J [ ]
3> 2>
Fig.2.20.1 : Spettro della rappresentazione (1,0) =8
I \ Rappresentazione 3 ® 3 = (1,0) ® (0,1) =8 1 |
vettore h I3 I Us U V3 Vv R

i> (1,0) F1l 1 |+ 3 +L 3 A
B> G—f) [+ 3[4 4 [0+ [ s
1 1 V3 1 1 1 1
|3 > (—@—7) 3| 3 |t b f-z] 2 8
2 > —1.0) | -1 1 | =3 T |[+L] % 3
> ((38) |4 3 [ 4 [+ [ s
3> (+%, @) TR O ST B (e 8
75 (3> -1 >) (0,0) 0] t |0 |1@0| 0 |0@®1]| 8
5 (8> -11>) (0,0) 0 |o@1| 0] 1 |0 |1@0]| 8
75 (B>-F>) (0,0) 0 [1e0] 0 |0@1]| 0 | 1 8
(i >+3>+E>) [ (0,0 ol o o[ o o] 0o [ 1
i > (0,0) 0 | 1 0 | 1 0] 0 |108
3 > (0,0) 0 1 0 0 0 1 [108
3> (0,0) 0] 0 0 | 1 0] 1 |[1a8

Tabella 2.4:



204  CAPITOLO 2. APPROFONDIMENTI DI TEORIA DEI GRUPPI

2.20.2 La rappresentazione 3 ® 3
Di questa rappresentazione ne abbiamo gia parlato, concludendo che

R =323=(1,00®(1,00=653 (2.20.1017)

E’ comunque opportuno e istruttivo riprendere ’argomento nell’ambito del
metodo tensoriale. Anche in questo caso, come per la 3 ® 3, lo spazio vetto-
riale dove agisce la R (%) ha dimensione nove.

Quanto alla sua base canonica, essa sara fatta dai vettori

by > [ky >= lkiks) (2.20.1018)

e dunque, in accordo con la (2.20.990), I’azione dei generatori G della rap-
presentazione R ((2)) sui vettori della base di cui sopra sard espressa dalla
relazione generale

G lkika) = [AjlRs lka) + 5150 [kam) (2.20.1019)

dove, in accordo con quanto gia definito, é
A" = (Aj) (2.20.1020)
nm

Ricordiamo adesso che, circa i pesi, questi nella 3 sono i seguenti

(;\f) . (_;?) N (0,_‘?) Sls> (220.1021)

ed evidentemente 1'autovettore simultaneo dei generatori dell’algebra di Car-

tan avente peso pil alto & proprio il vettore |; > a cui corrisponde il vettore

dei pesi <%, %) Nel prodotto tensoriale 3 ® 3, 'autovettore con peso pit

alto sara dunque il vettore

lhy >=|11) = ‘(1 \f>> (2.20.1022)

Abbiamo evidentemente che, per la definizione stessa di peso piu alto, sara

I i) =Us 1) = Vi |11) = [0 > (2.20.1023)
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mentre, per quanto gia visto (cfr.(2.20.983)) risulta

I |n)= % (l21) + |12))

2 1) = 1= (l21) + [12)) = 5 (|22) + [22)) = |22)

Plu) =1 lp)=[0>

U_|n) = % (Is1) + 113))

U2 ) = J5U= (ls) + 113)) = 5 (lsa) +1aa)) = ls3) (5 90 1004

VZ|a) = %Vﬁ- (Is2) + l23)) = 3 (I33) + [33)) = [33)
Questi risultati ci dicono che

e il vettore con peso piu alto |11) & capostipite superiore di una rappre-
sentazione irriducibile di I — spin avente j = 1, di cui fanno parte
anche 1 vettori % (l21) + l12)) € |22);

e il vettore con peso piu alto |11) é capostipite superiore di una rappre-
sentazione irriducibile di U — spin ancora con j = 1, di cui fanno parte
anche 1 vettori % (’31> + |13>) e ‘33>;

e il vettore con peso pi alto |11) € un singoletto di V' — spin;

e il vettore |22) & capostipite inferiore di una rappresentazione irriducibile
di V — spin sempre con j = 1, di cui fanno parte anche i vettori

% (Is2) +123)) e [33);

In questo modo abbiamo individuato sei vettori, ovvero

) \}5<131>+|13>>; 33) \}5<|32>+|23>>; 22) j§<|21>+|12>> (2.20.1025)

i quali sono trasformati in sé dai generatori di una rappresentazione eviden-
temente irriducibile, che identifichiamo facilmente con la (2,0) = 6.
Trattandosi di una rappresentazione triangolare, la molteplicitd associata ai
pesi, come sappiamo, é sempre uguale a uno.

Si osservi ora che questi vettori sono tutti simmetrici per scambio degli
indici, e questa é I'informazione nuova pitu importante che ci viene dall’uso
dello schema tensoriale.

La base dello spazio vettoriale dove agisce il prodotto tensoriale 3 ® 3 pero
é fatta da nove vettori indipendenti: gli altri tre, ortogonali ai precedenti,
sono i seguenti

a1 >= 5 (l23) — |52)

a2 >= 25 (|31) = ha)) (2.20.1026)

las >= 5 (l21) — 12)
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evidentemente antisimmetrici nello scambio degli indici.
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Hy
A
|22 > X (l1i2 >1+]21 >) |11 >
® V2 ®
|a3>
g,
% (I3 6“32 >) % (|13 6+\31 >)
’a1> ’CL2>
Fig.2.20.2 ?|33 >
H ‘Rappresentazione3®3z(1,0)@(170): @§H
vettore h I3 I Us | U Vs |V R
> 1,3 11| +1]1] o]0l 6
3
EFER NN NN I
5(he>—la1>)=a3 <0,§> 0 |0|+5|3|-3]31| 3
|22 > (—L?) (1] oo =1]1] s
3 (I3 > +31 >) (%7—§> w0 1 +L]1] 6
3 (l13 > —l31>) = a2 (%,—%) +il il ofof+L]4] 3
|53 > (0.-2¢) o Jo|-1[1]1]1]e
5 (|23 > +s2 >) (—%,—%) iAo 6
o> e (4| 11 4[4 ] o]0 ] 5

Tabella 2.5:
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Fra i tre vettori di cui alla (2.20.1026), quello che, di nuovo, ha peso piu
1 3 >

2°7 6

E’ facile ora verificare che, a partire da questo vettore e usando gli operatori
di creazione/distruzione, si ottengono gli altri due e non si esce dalla terna
antisimmetrica che, visto il valore di hjs, identifichiamo immediatamente
come quella associata alla rappresentazione 3.

alto ¢ il vettore |az2) a cui corrisponde hy; =

Concludendo, data la base |, >, i sei vettori che costituiscono la parte
simmetrica per lo scambio degli indici sono una base per la rappresentazione
irriducibile (2,0) = 6, mentre i tre vettori che costituiscono la parte anti-
simmetrica per scambio degli indici sono una base per la rappresentazione
irriducibile (0,1) = 3.
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2.20.3 La rappresentazione 3 ®3 ® 3 = (1,0) ® (1,0) ® (1,0)

Si tratta di una rappresentazione di particolare interesse, essendo quella
che concerne le terne dei quarks e quindi, per esempio, la composizione dei
nucleoni.

Iniziamo determinando i pesi dei vettori della base tensoriale ’TiT’ka >,
I rispettivi valori sono riportati nella tabella che segue.

H ‘ Pesi dei vettori della base della 3@ 3 ® 3 H

vettore contributi peso
l111 > 3 <%, %)

l112 >, |121 >, |211 > 2 x <%,§> + (-%%) ( T
l122 >, |212 >, |221 > 2 X <*%, %) + <%, %) (*%, @)
E (3 %) o)
113 >, |131 >, [311 > 2 x (%, %) + (Q—@) (1,0)
l123 >, |132 >, |213 >, (%, @) + (-%, @) + (0, —?) (0,0)
231 >, |312 >, [321 >

223 >, |232 >, [322 > 2 x (-%, %) + <07 —§> (=1,0)
l133 >, [313 >, [331 > 2 x Q-?) + (%, %) (%7 —§>
|233 >, |323 >, [332 > 2 % (0, —@) + <—%, @) (—%, —@)
333 > 3x (0,-%7) (0, —v/3)

Tabella 2.6: Pesi dei vettori |, >

Tabella 2.7:

Come si vede, a fronte dei 27 vettori della base, i possibili pesi sono so-

3 \/§>,

lo dieci. Soltanto tre di essi hanno molteplicita pari a uno, cioé (5, S

(f%, @) e (O, f\/g), corrispondenti ai vettori definiti da un solo indice ri-

petuto tre volte, come |111 >, |222 > € [333 >.

I vettori con due indici uguali hanno pesi con molteplicita tre, mentre quelli
aventi tutti gli indici differenti, corrispondenti al peso (0,0), hanno molte-
plicita sei.

Venendo alla decomposizione della rappresentazione R (g) =3®3®3
in somma diretta di rappresentazioni irriducibili, per quanto si é gia detto,
essa deve contenere una sola volta la rappresentazione triangolare (3,0) che,
per quanto gia visto (cfr.(2.19.961)) avra dimensione 10.
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Procediamo alla individuazione dei vettori che la compongono.

Il vettore con peso piu alto fra i |,ni,nj,ﬂ,c > ¢, naturalmente, il vettore |11 >
ed ¢ il capostipite della (3,0) = 10.

Trattandosi di una rappresentazione triangolare, ogni peso ha molteplicita
uno per cui, usando gli operatori di salita/discesa consueti, é particolarmente
semplice determinare i vettori®® della rappresentazione. Essi, come mostria-
mo nel seguito, sono completamente simmetrici per scambio degli indici.
Iniziamo osservando che, per definizione di vettore con peso piu alto, risulta

I+’111 >= U+|111 >= V+‘111 >= |0 > (2.20.1028)
Hoy
229 > Sli22 > Sli2 > 11 >
[ ) [ ] [ ) [ )
Slag3 > Sliaz > Sliz >
° ® ° H,
S|a33 > S|i3s >
[ ] [ )
|3B3 >
.

Fig.2.20.3 : Tvettori della (3,0) = 10

94Con il simbolo S|abc > intendiamo il vettore completamente simmetrico per scambio
degli indici, costruito a partire da |abc >, ovvero

Slabe >= N (|abc > +|acb > +|bca > +|bac > +|cab > +|cba >) (2.20.1027)

dove N ¢ il coefficiente di normalizzazione.
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mentre risulta

Ilin >= Hijim >= 31 >
Ushii >= 5 (Hi+V3H2) i >= 3(3+3)hm>= 3hu> (2201029
Vsin >= 3 (Hi—V3Hz2)[im>= 5(3-3)in>= [0>

da cui discende appunto che |117 > & capostipite superiore di una rappre-

sentazione irriducibile di I — spin con j = %, in cui gli altri vettori sono i

seguenti:

1
I_|111> « % (l211 > +]121 > +|112 >) = S|112 > (2.20.1030)

1
(17)2\111 > X % (l221 > +|212 > +]122 >) = S|122 > (2.20.1031)
(12’111 > o a2 > (2.20.1032)

Sempre dalle conclusioni di cui sopra, segue anche che il vettore |117 >

risulta capostipite superiore di una rappresentazione irriducibile di U — spin

ancora con j = %, in cui gli altri vettori sono i seguenti:

1
U_l111 > « ﬁ (Is11 > +|131 > +|113 >) = S|113 > (2.20.1033)

1
(U7)2|111 > ﬁ (I331 > 4313 > +]133 >) = S|133 > (2.20.1034)
(U-)Phnn > o< |33 > (2.20.1035)

mentre |11 > risulta un singoletto di V' — spin.
Si puo procedere al completamento della base del decupletto osservando, per
esempio, che il vettore |333 > & tale per cui

1. N3 3
Vilss >= 10> Valags >=3 5 (H1 - \/§H2) = (04 Dlsgs >= Slass > (2:20.1030)

e dunque risulta capostipite superiore di una rappresentazione irriducibile di

V — spin con j = %, in cui gli altri vettori sono i seguenti

1
V_|333 > % (l233 > +|323 > +|332 >) = S|233 > (2.20.1037)

1
(V,)2|333 > X % (|223 > 4232 > 4322 >) = S|223 > (2.20.1038)
(V-)Plsss > o< 222 > (2.20.1039)

Abbiamo cosi determinato il bordo dello spettro.
Manca il vettore interno, a cui corrisponde il peso (0, 0), che sappiamo essere
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unico dato che la rappresentazione ¢ triangolare.
Per esplicitarlo consideriamo, per esempio, il vettore S|i13 >. Risulta

1 1
I+S’113 >= |0 >3 135’113 >= (2 + 5 + O) 5‘113 >= 5‘113 > (2.20.1040)

Dunque S|113 > & capostipite superiore di una rappresentazione irriducibile
di I — spin avente j = 1, di cui, gli altri vettori sono

I_Slius> = I\}g (113 > +li31 > +[311 >) =
= \}6 (l213 > +l123 > +|231 > +[132 > +[321 > +|312 >) =
= Slioz > (2.20.1041)
I’Slus > = I\}é (l213 > +l123 > +|231 > +[132 > +l321 > +312 >) =
= \2\}6 (J223 > +l223 > +232 > +]232 > +[322 > +|322 >) =
= S|y > (2.20.1042)

In questo modo risultano esplicitati tutti i dieci vettori della base del decu-
pletto. Ancora una volta vogliamo mettere in evidenza il fatto che la base
del decupletto € costituita da tutti e soli i vettori simmetrici per scambio
dei tre indici.

Restando in tema di simmetria degli indici, consideriamo adesso il vettore
completamente antisimmetrico

1
Al >= 7 (J123 > +[231 > +[312 > —|213 > —[321 > —[132 >) (2.20.1043)

corrispondente al peso h = (0,0) e dunque ovviamente tale che

I3 A|123 >=Uj A|123 >= ‘/314‘123 >= |0 > (2.20.1044)
e inoltre si ha
I Aliaz >o< (113 > 4131 > +311 > —|113 > =311 > =131 >) =1[0>
I_ Al >oc (|23 > 232 > +322 > —|223 > —[3220 > —|az2 >) =1[0>
Ut Ali2s > (J121 > +211 > +]112 > —l211 > —|121 > —112>) =10>
(2.20.1045)
U_ Al123 >o< (|323 > +]233 > +[332 > —|233 > —[323 > —[332>) = 0>
Vi Aliaz >oc (Jizz > +331 > +[313 > —[313 > —[331 > —|133 >) =10>
V_ Ali2g >o¢ (Ji22 > 4221 > 4212 > —f212 > =221 > —|122>) =10>

dunque il vettore Al193 > costituisce, da solo, un singoletto di SU3.
Dei 27 vettori della base tensoriale ne abbiamo assegnati 10 + 1: ne restano
quindi 16.
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Nella figura (2.20.3) sono riportati i pesi dei vettori restanti con le relative
molteplicita.

Ho
(-1.4) (3.8
) 2)
(—1,0) (0,0) (1,0)
) (@) &) "Hy

/N
|
—~ N[

Fig.2.20.3 : Pesi e molteplicita’ della 3 ® 3 ®@ 3 tolti quelli della 10 e della 1

E’ evidente che in questo spettro restante, si trovano due vettori indi-
pendenti con peso piu alto hy, = (1,0).
Questo implica che nella 3 ® 3 ® 3 ci saranno due rappresentazioni irridu-
cibili indipendenti, basate su quei due vettori presi come capostipite.
Abbiamo gia visto che il peso piu alto hy; = (1,0) individua univocamen-
te lottetto, cio¢, in termini dei coefficienti di Dynkin, la rappresentazione
(1,1), per cui possiamo infine concludere che

30393=1008a8®1=(3,000(1,1)® (1,1)@ (0,0)  (2.20.1046)

Quanto al modo in cui i due ottetti sono distinti, osserviamo che i due ca-
postipite saranno costruiti con i vettori |113 >, |131 > e |311 > e dovranno
essere ortogonali a S|j13 > che appartiene al decupletto.
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Una scelta possibile &

1

‘W1 > = ﬁ (|131 > —’311 >) (2.20.1047)
1
Wy > = % (J131 > +311 > —2|113 >) (2.20.1048)

ma, dal punto di vista di SU3, una qualsiasi combinazione lineare ortogonale
di [W; > e [Wa > va altrettanto bene.

Nella tabelle che seguono riportiamo la composizione non normalizzata dei
due ottetti ottenuti a partire da |W; > e |Ws >, distinti fra loro attraverso
il peso.

I \ Ottetto 8; |

vettore peso Combinazione Is |1 |\ U3 |U| V3 |V

Wi > (1,0) 131 > —[311 > +1 1] +3]3[+3] 3

|a1 >= I_’W1 > (0,0) ’231 > —H132 > —’321 > —|312 > 0 1 0 0

2w, > (=1,0) |232 > —l322 > 11213 -5]3%

U-_[W1 > <%a —é) l133 > —[313 > sl Al =5 L ) +1]1

VoW > 3 ?) l121 > —[o11 > sl A+ +5 ]2

I_V_|W; > <—%, @) l122 > —l|212 > —% % +% % -1 1

I_U_|W; > (—%,—@) |23 > —|323 > —% % -1|1 —% %

|ﬁ1 >= U+I_U_’W1 > (0,0) ’213 > —H231 > —’123 > —‘321 > 0 0 1 0

|’}/1 >= V.,.I_V_‘Wl > (0,0) ’132 > +|123 > —|312 > —‘213 > 0 0 0 1

50y >= |81 > —|11 > (0,0) 2]213 > —2[123 > +]231 > +[312 > —[321 > —|132> || 0 |0 | O 0

|551 >=|ag > +|y > (0,0) 2|132 > —2|312 > 4231 > +|123 > —[321 > —|213 > 0 0 0 0

|5’y1 >=|ag > +|p1 > (0,0) 2|231 > —2|321 > 4132 > +|213 > — 312 > —|123 > 0 0 0 0

Tabella 2.8:

Con lo stesso peso (0,0), come avevamo anche gia visto parlando dell’ot-
tetto in generale, ci sono solo due vettori indipendenti.
Nelle tabella (2.8) e (2.7) riportiamo sia i tre vettori |a; >, [5; > e |y >
ottenuti nell’ambito, rispettivamente, dei tre tripletti di I, U e V-spin come
pure, per completezza riportiamo anche la composizione dei tre singoletti
Sa;, 88; € S+, rispettivamente di I, U e V-spin. Risulta

Vi=1,2: Bi+v—a;=0; 5o, +53 —5y, =0 (2.20.1049)
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| Ottetto 85 [

vettore PESO Combinazione Is | I || Us |UJ| Vg |V
W2 > (1,0) 131 > +l311 > —2]113 > 1|1+ ][5 +3]3
lag >=I_|Ws > (0,0) 231 > 4]132 > +[321 > +[312 > —2|213 > —2[123> || 0 | 1 || 0 0
2|Wy > (=1,0) 232 > +|320 > —2[293 > 11213 -3]%
U-|Wy > (%7 —§> 2331 > —133 > —[313 > 33l -3+
V_[Wy > 3 @) [121 > +lo11 > —2[112 > +3 5|+ 1| +5 | 3
I_V_|[W3 > (—%7 @) 2la21 > —|122 > —|212 > — Sl A+ A -]
IU_[Wy > (*%a *@ 2|332 > —|233 > —[323 > -2l -1|1]-31|3
|Be >= U I_U_|W3 > (0,0) 2]132 > +2[312 > —|213 > —[231 > —193 > —[321 > || O 0|11 0
|ve >=V, I V_|Ws > (0,0) 2[391 > +2J231 > —|132 > —|123 > —[312 > —[213 > || 0 0 0 |1
|Say >= |B2 > —|y2 > (0,0) l132 > +[312 > —[231 > —|321 > 0 0] O 0
|sg, >= |ag > +|v2 > (0,0) 231 > +[321 > —[213 > —|123 > 0 0 [0 O
|8y, >= |ag > +|Ba > (0,0) l132 > +[312 > —[213 > —[123 > 0 0 0|0

Tabella 2.9:
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2.21 La molteplicita nelle rappresentazioni (n,m)

Riprendiamo, alla luce del metodo tensoriale, la trattazione della generi-
ca rappresentazione irriducibile definita dai coefficienti di Dynkin (n,m) e
quindi dal vettore con peso piu alto (cfr.(2.19.943))

n—+m n—m\/§
( 5 '3 2>> (2.21.1050)

Poiché, come sappiamo, nella rappresentazione fondamentale 3 il peso piu
alto che corrisponde al vettore |; >, ¢ (%, %) = (%, %?), mentre nella

rappresentazione fondamentale 3 il peso piu alto & (%, —?) = (%, —%@)

|hM >=

cossispondente al vettore | >, ecco che, nel caso del prodotto scalare fatto
da m rappresentazioni 3 con m rappresentazioni 3

R = (1,00®(1,0)®...2(1,0)®(0,1) ® (0,1) ® ... ® (0,1) =
,—f\—n C_f’nlﬁ
= 3%3®..0303%3®...Q03 (2.21.1051)

il peso piu alto sard evidentemente dato da

hy = n (1 1\/3) +m<1 —1\/§> - <”+m,”_m\/§) (2.21.1052)

2'3 2 2 3 2

corrispondente a un unico possibile vettore della base canonica nello spazio
di dimensione 3" x 3™ dove ¢ definita la R (]'), che rappresenteremo nella
forma seguente

2112?.117@?> (2.21.1053)

Questo significa che nel prodotto tensoriale R (') & presente una e una so-
la volta la rappresentazione irriducibile definita dai coefficienti di Dynkin

(n,m) ovvero dal peso piu alto hy; = (”;m, e @) e il capostipite della
rappresentazione ¢
n+m n—m V3
o (1525 )

dove gli 1 sono n mentre i 2 sono m.
Nella base tensoriale data é opportuno individuare il vettore capostipite

mediante le sue componenti Efllfffg definite nel modo consueto, ovvero

12209\ _ —kiko.k
‘hM > = 11...1> = ‘—‘rlrg...rrz

T1T2...Tm
klsz...k:n> =

= ERkaobn 52 5252 50RO (2.21.1055)

=rire...'m r1oTre”
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—kika...kn

Chiaramente il tensore =12/ gode delle due seguenti proprieta:

e P1: il tensore é completamente simmetrico per lo scambio degli indici
covarianti fra loro e controvarianti fra loro;

e P2: il tensore ¢ tale che (proprieta detta di traccia nulla)
Gyl EfLE e — (2.21.1056)

Entrambe queste proprieta restano valide anche quando ad |hy; > ven-
gono applicati i generatori del gruppo, infatti la proprieta P1 é preservata
perché i generatori agiscono allo stesso modo su tutti gli indici superiori co-
me pure, anche se, in generale, in modo differente dal precedente, su tutti gli
indici inferiori; mentre la proprietd P2 € preservata a causa del segno meno
nella (2.20.985), unitamente alla traccia nulla dei generatori stessi.
Questo significa che la base della rappresentazione irriducibile (n,m) costi-
tuita dai vettori ottenuti attraverso gli operatori di discesa/salita a partire
da |hps >, sara tale che questi vettori dovranno soddisfare la proprieta di
simmetria P1 e quella di traccia nulla P2.
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2.21.1 La molteplicita nella (3,2)

Per fissare meglio le idee, ¢ utile riprendere in considerazione, a questo punto,
la rappresentazione definita dai coefficienti di Dynkin (3,2), il cui spettro
(cfr.(2.19.4)) ¢ riportato di seguito.

Hot
(-2,3)  (-1,3) (1,3) (2,3)
(-2,2)  (-1,2) (0,2) (1,2) (2,2)

Fig.2.21.1 : Spettro della (3,2)

Nella figura (2.21.1) abbiamo identificato i vari pesi con una coppia ID
di interi, definita a partire dalla figura in maniera intuitiva, per righe dal
basso in alto e per posizione sulla riga da destra a sinistra.

Nella tabella (2.10) che segue, utilizzando |hy; > come capostipite, at-
traverso l'applicazione degli operatori di discesa, riportiamo, insieme ai loro
pesi, i vettori (non normalizzati) presenti sul ramo superiore del perimetro
dello spettro, fino al peso del vettore speculare a |hy; > rispetto all’asse H,
e quindi, allo stesso modo, sul ramo inferiore, sempre a partire da |hy; >,
verso la sua immagine speculare.
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‘ perimetro della (3, 2) [

1D Def. Vettore Peso 1y |V
(3,1) ) i) (3.5v3) [el flyg
(2,2) V; [hay) {%133 i (27 %ﬁ) el flyg
2,3 V<lh o, £4/3 el flg
T T ey T T T O el T
(—1,3) I2V2|hyy) 551) T [532) + [132) (_éwgﬁ) el fly
—2.3 I*V2|h 33 —5,5V3) el flyg
SR R NES AR &% oM RAY
(=3,1) [ U2VZ|hy) ) (=3.5v3) |e| flyg
(2,-1) U_ |hy) s) T3 i) | (2 -8v3) el fly
(2,-2) UZ? |hyy) 231) T 135) + [133) (gv_g\\/;) el flyg
(1,-3) U3 |hy) 333) (L,—gv3) |e| flg
Eo, -3) ) LU }EMi \é§3>11+ l%?, ((07—28{?})) e }f g
-1,-3 IZU2 [hy 333 —1,—5v3) e g
(=2,-2) | VLI2US |hay) | |333) + |333) + [380) || (=3,—5V3) el f | g
(=2,-1) | VAI2US |hay) | |333) + |533) + [380) || (—2,-2V3) |e|| f | g
(—3,1) | VAI2U® |hy) 550) (3. I3) el 7]y

Tabella 2.10:

Si osservi che, come deve essere,

e ognuno dei vettori del perimetro gode della proprietda di simmetria,
detta P1;

e ognuno dei vettori del perimetro ha gli indici controvarianti differenti
da quelli covarianti e dunque gode della proprieta P2, di traccia nulla.

Riassumendo, se percorriamo il bordo esterno dello spettro, per esempio,
in senso antiorario a partire da |hy; >, abbiamo
202y Doy By Gy Bz Gz @20
dove tra parentesi abbiamo riportato il numero di passi per effettuare la
transizione, che riflette, evidentemente, il numero di indici covarianti e con-
trovarianti nei vettori della base e dunque, in ultima analisi, i coefficienti
di Dynkin. Ogni stato ¢ simmetrico negli indici in alto e in quelli in basso
(proprieta P1) e soddisfa la proprieta P2 di traccia nulla poiché gli indici
controvarianti e covarianti sono sempre diversi.

I pesi sono tutti differenti e la combinazione di indici che li determinano
& unica e questo implica che i pesi sul bordo dello spettro abbiano
molteplicita uguale a uno.
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Come avremo modo di vedere, in qualunque rappresentazione irri-
ducibile, la molteplicita associata ai pesi sul bordo esterno dello
spettro resta uguale ad uno.

Invece, in generale, questa conclusione non resta vera quando procediamo
verso 'interno dello spettro.

Iniziamo considerando il vettore del primo layer interno, raggiungibile da
|lhps > attraverso I_. Abbiamo

(2,1) = I_fhy >=1I1_|}) = f{‘211>+ 121>+ 112>— i%1>— %%1>}

il cui peso &

31
hio,1) = (2, 6\/§> (2.21.1059)

La completa simmetria é palesemente verificata. Riguardo alla proprieta
P2 relativa alla traccia nulla, come si vede in questo caso sono presenti due
vettori della base con il primo indice controvariante e covariante uguali, cioé

2 e ’111> Il tensore che individua I_|hy; >, definito come

— 1 —ki1kak, rT
Ilhy >= —==his ) (2.21.1060)
é evidentemente il seguente
Sz g2 82, ol ok ol 4 6%, 62,50 ol o+ o2, o2, o1 e o -
T L Ul LI el R M M (2.21.1061)

e la sua contrazione con 5]7;1 fornisce solo due termini non nulli (dal primo e
dal quarto termine) opposti fra loro, cioé

r! =kikoks
6 =rirs

— 2 tegte g2 sheghe =0 (2.21.1062)

che verifica la condizione di traccia nulla (P2).

Il risultato é dovuto al fatto che, quando i due indici sono uguali, essi lo sono
per 'azione dello stesso operatore sull’indice covariante e controvariante, con
segno opposto per come ¢ definita la 3 rispetto alla 3; mentre gli altri indici
restano invariati, come nel caso considerato, dove abbiamo appunto la coppia

[2) 110 = [ 1) (2.21.1063)

(2.21.1058)
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Quando abbiamo trattato il caso delle rappresentazioni triangolari (n, 0),
abbiamo visto che la molteplicita associata al peso del vettore I_|hy; >, come
per tutti gli altri, era sempre uguale a uno.

Questo, da un punto di vista algebrico, discendeva dal fatto che |hy, >
era annichilato ovviamente da I, U,,V, ma anche da V_, poiché, nel caso
(n,0), |hps > € un singoletto di V' — spin.

Nel caso generale (n,m) (con n > m > 0) il capostipite |hy; > non &
annichilato” da V_. Vediamone una conseguenza.

Riprendiamo il vettore I_|hys > il cui peso h(y 1) ¢ dato dalla (2.21.1059).
Possiamo giungere allo stesso peso, per esempio, seguendo una strada diversa,
come quella di determinare il vettore V_U_|hy; > e cioé facendo il percorso
(3,1) = (2,—-1) — (2,1).

Vogliamo dimostrare che I_|hy; > e V_U_|hy; > non sono proporzionali e
dunque sono indipendenti fra loro, significando che la molteplicita associata
al peso hy 1) € almeno uguale a due.

Per dimostrarlo, ricordiamo che se |a > e |b > sono due vettori di uno spazio
dove & presente un prodotto scalare, allora essi sono proporzionali se e solo
se accade che

p= <|a|<a‘ib<>b||z> = (2.21.1064)

Facciamo allora

|A >=1_|hy >; |IB>=V_U_lhy; >  (2.21.1065)
abbiamo?6
<AA> = <hpy|ly I |hy >=<hpy|[I+,I-] |hy >+ < hpy|I- Iy |hy >=

— < hy|llhy >= g < hylhy > (2.21.1066)
cosl come
<AB> = <hy|lV_U_|hy >=<hpy|[L4,V_]U_|hp >+ < hy |V_ILU_|hyp >=

1
= < hM|72U+U_‘hM >+ < hy|Vo[I:U-] |hy > 4+ < hy|V_U_Ii|hy >=

7

1
V2 V2 V2
13 3v2

9 Come, per esempio, nel caso considerato della (3,2) dove |has > ¢é capostipite superiore
di una rappresentazione irriducibile di V' — spin avente j = 1.

96Gi ricordi che, per aggiunzione, gli operatori di salita e di discesa si scambiano fra loro
e che gli operatori di salita annichilano |hys >.

1 1
< hM‘U3|hM >4+—=< hM’U_U+‘hM > — < hM’V_7V+|hM >=

(2.21.1067)
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mentre risulta ([V4,U-] =0 ...)

<B|B> = <hy|UV,V_U_lhy >=
= <hy|U; [V, Vo]U_|hy > + < hy UL VoV U-|hy >=
= <hy U V3U_|hy >+ < hy|U V- [V, U_| [y > +
+ < hy|ULV_U_Vi|hy >=
= < hy|Us[Va,U_]|hy >+ < hy|ULU_Vi|hy >=

1 3
= < hM’U+§U_|hM >+ <hy|ULU- - 1|hy >= B < hy|ULU_|hpy >=

3 3 3
= B < hM| [U+,U_] ‘hM > +§ < hM‘U_U+|hM >= B < hM|U3‘hM >=
3 3 9
= 53 < hylhy >= 1 < hys|hy > (2.21.1068)
Dunque
2
2 (3@) < hyr|hy >2 9
) - | <AB>[" 1 _s__1 (2.21.1069)

<A[A><BIB> 3 <hylhy>-2 <hylhy> 3-9 5

Usando il processo di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt, possiamo adesso
definire, a partire dai vettori di cui alla (2.21.1065), il vettore | B > ortogonale
ad |A >. Risulta

~ < A|B
B>=|B> —<A||Ai A > (2.21.1070)
ovvero
3V2
) 3v2 3v/2
B >= (V_U_ - gf_> Iy >= (V_U_ - ;Ofl_> by > (2.21.1071)
2

Questo vettore, che ovviamente ha lo stesso peso (%, %\/g) dei due che lo
definiscono e quindi é anch’esso, per esempio, autovettore di I3 per 'auto-
valore %, a differenza dei due, ¢ annichilato?” da I, ovvero costituisce il

97Infatti, se poniamo |B’ >= |B > —a|A > e imponiamo che I |B’ >= |0 >, poiché

IA> = Lod_|hs >= Lo, I_][har >= Ishar >— g|hM > (2.21.1072)
Iy|B> = ILV_U_lhy >=[14,V_U-|hy > +V_I U_|hy >=
_ %M.UJhM > VoL Uo|lha > +V_U_Ii by >=
= LU Uy > + U Uy = S Ushy = =2 hy > (2.21.1073)
V2 V2 V2 V22
ne ricaviamo che
I4|B' >= |0 >= %%—ag =0=>a= 5% = % (2.21.1074)

ovvero |B' >=|B >.
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capostipite superiore di una rappresentazione irriducibile di I — spin avente
j = 3, indipendente da quella a cui appartiene [hy >.

Questo significa che i pesi (2, 1), (1,1), (=1,1), (=2,1) hanno molteplicita®
almeno uguale a due, distinti, per un fissato I3, dal valore di I.

Determiniamo ora la forma tensoriale del vettore |B >. Abbiamo

B> = V.U |hy>=V.U_|5})) = ( >{bﬁ+1m> T1s)} =
= \/— (Vo[58 + Vo B + Vo [is)) =

= \[\[{(211> 5 — [3h) + (1531) — 135 — 351)) +

+ (%%2> ) —|Ts)) } =

= {‘211> ’121> ‘112 ‘311 131> ?%3>—§:{)1> 131> 113>} (2.21.1075)

Come si vede, i tre termini positivi coincidono con quelli di |[A > mentre
in quelli negativi la coppia % é sostituita dalla g e la simmetria fa il resto.
Immediato poi ¢ il calcolo del prodotto scalare < A|B > per cui

1 3

1
AB>=—---3=—— 2.21.1076
<AB>= 55 8= ( )
Per completezza, determiniamo anche la forma tensoriale di |B >.
Risulta
B > :]B —ﬁCM>—
= {‘211> 121> 112> ‘311 131> ?%3> - §%1> 131> 113>} -
3[ 1
- 10 \[ { 211> + ‘%21> + ‘112> 111> %%1>} =
= {‘211> 121> 1o ‘311 131> ?%3> - §§1> 131> 113>}
3
T { 211> |121> ’112> 111 ‘%1>} (2.21.1077)

98Come vedremo nell’ambito della teoria generale delle rappresentazioni (n,m), si pud
dimostrare che il valore della molteplicita associata ai pesi (2,1) e (—2,1) ¢ effettivamente
due, mentre essa vale tre per i pesi (1,1) e (—1,1).
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2.21.2 La molteplicita sul primo layer dei pesi della (n,m)

Torniamo al caso generale e cerchiamo di capire meglio il legame fra compo-
nenti tensoriali, pesi e molteplicita.
Riassumiamo.

e Dato il prodotto tensoriale R (") = (3)" @ (3)™ delle due rappresen-
tazioni fondamentali, nello spazio lineare a 3"*™ dimensioni dove la
rappresentazione prodotto agisce, il vettore con peso pi alto |hys > ¢é

(n—i—m n—m\/§>> = [2-2)  (2.21.1078)

hy >=
[ > 2 ' 3 2

dove gli 1 sono n mentre i 2 sono m.

e A partire da |hy; >, usando U_, trasformiamo via via l'indice con-
trovariante 1 nell’indice 3, mantenendo comunque la simmetria com-
pleta degli indici controvarianti e producendo, in n passi, la catena di
autovettori di Us corrispondenti a un autovalore che va da § a —3,
costituenti la base di una rappresentazione irriducibile di U — spin per
l'autovalore j = 5. In questa trasformazione la struttura tensoriale e i

pesi cambiano nel modo seguente

B3y S (83 g > Us > —%; U= g (2.21.1079)
_ _on —
po(nEm nom Vs (m 20— m V3 (2.21.1080)
2 3 2 2 3 2

e i punti rappresentativi dei pesi di cui sopra si dispongono nel piano
(Hy, H) su una retta posta a 60" rispetto all’orizzontale, con i punti
da |hps > verso il basso (ramo R1).

e Sempre da |hy; >, ma usando V_, trasformiamo via via l'indice co-
variante 2 nell’indice 3, mantenendo sempre la simmetria completa di
questi indici. In m passi, la catena di autovettori di V3 assume auto-
valori che vanno da %3 a —*, e i rispettivi autovettori costituiscono la
base di una rappresentazione irriducibile di V' — spin per 'autovalore

J =" In questa trasformazione abbiamo

22y B 3y % Vs > — ’;L V= % (2.21.1081)
h: n+m,n_m§ N A e m V3 (2.21.1082)
2 3 2 2 3 2

e 1 punti rappresentativi dei pesi di cui sopra si dispongono nel pia-
no (Hi, Hy) su una retta posta a 120" rispetto all’orizzontale, a 60°
rispetto alla precedente, con i punti da |hy; > verso l'alto (ramo R2).
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Riflettendo rispetto all’asse Ho i due rami R1 e R2 cosi ottenuti, otteniamo
una struttura che, unita in alto e in basso, costituisce un esagono convesso
(un triangolo equilatero, se m oppure n sono nulli) che contiene tutti i punti
dello spettro della rappresentazione irriducibile definita da hj;, distanziati
in orizzontale di una unita. Abbiamo

eramo R3 orizzontale superiore (da destra a sinistra)

B8y T |38, 5 > I3 > —g; I= g (2.21.1083)
2 2
po(m nt2m V3 _nnt2my3 (2.21.1084)
2 3 2 2 3 2
(2.21.1085)
e ramo R4 speculare a R2 (dall’alto in basso)
38y o hd); 5 > Us > —%; U= (2.21.1086)
n n+2m /3 —n—m n—m+3
B B - - 2.21.1
h<2,32>—><2, 2) ( 087)
(2.21.1088)
e ramo R5 speculare a R1 (dall’alto in basso)
R I oYY —S<wst V=2 (2.21.1089)
-n—-m n—m\/g —-m —2n—m\/§
h: - — a5 2.21.1
( 2 3 2 ) < 2’ 3 2 > ( 090)
(2.21.1001)
e ramo RG6 orizzontale in basso(da sinistra a destra)
W 5|33 STsh< T =T (2211092)
—n —2n— —2n —
N el m —2n—m v3 (2.21.1003)
2 3 2 2 3 2

Come si vede, tutti i vettori sul bordo dello spettro, espressi per costru-
zione da tensori completamente simmetrici, coinvolgono sempre indici cova-
rianti diversi da quelli controvarianti, per cui soddisfano automaticamente
anche la proprieta di traccia nulla.

Verifichiamo adesso che, come gia anticipato, la molteplicita associata
a tutti i pesi presenti sul bordo dello spettro &€ comunque sempre
uguale a uno.
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Consideriamo un vettore generico della base tensoriale che abbia I'indice
|1 > ripetuto a volte, I'indice |3 > ripetuto b volte, I'indice |3 > ripetuto ¢
volte, 'indice |! > ripetuto @ volte, 'indice |?> > ripetuto b volte e 'indice
|2 > ripetuto ¢ volte. Evidentemente dovra essere

a,b,c,a b,e>0 (2.21.1094)
a+b+c=n; a+b+c=m  (2.21.1095)

e il peso associato al vettore in questione sara dato da

1 V3 1 V3 V3
h = a<2,6>+b —2,6>+C<0,—3>+

(
+b<;,—‘?> —|—c(0,\f) —
ool

_|_
/7~
ol
|
>|%
~——

a=a-—a; B=0b-0b; Y=c—¢C (2.21.1097)
= a+pB+v=(a+b+c)—(@+b+e)=n—-m (2.21.1098)
avremo
1 V3 1 V3 V3
h = _—, — —_ — —_— =
a—B a+p-2y V3
= — 2.21.1
( 5 5 3) ( 099)

Ma, come sappiamo, a ogni peso h si pud associare una coppia di interi
(coefficienti di Dynkin) (s1, s2) nel modo seguente®”

%b - h

so= s (1\/§) ‘h (2.21.1100)
2c-h

% = I :(1,—\/§>-h (2.21.1101)

per cui, nel nostro caso, abbiamo

- +58-2
a—f_ atB-2y

- - 2.21.1102

81 5 5 o —7 ( )
- —9

o — a25_a+52 T _4_3 (2.21.1103)

99Ricordiamo che s; e sz sono, rispettivamente, il doppio dell’autovalore di Us e Vi che
corrispondono al vettore dato.
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Dunque, data la rappresentazione tensoriale R (") e un peso h nel suo spettro
a cui corrisponde la coppia di Dynkin (s1,s2), le quantita «, 3, v devono
soddisfare il seguente sistema lineare

a+pB+y = n—m
a—ry = s (2.21.1104)
v—p5 = 52

le cui soluzioni sono

(n—m)+2s1+s2

3
p = lmminze (2.21.1105)
_ (n—m)—sitsy
Y= 3

Consideriamo adesso un vettore della base tensoriale avente peso sul bordo
dello spettro della rappresentazione irriducibile (n,m) e iniziamo dal ramo
R1. Per la (2.21.1080) questo peso sara espresso dalla relazione

h— m+t —2n—m+ 3t V3
N 2 7 3 2

) ; dove 0<t<n (2.21.1106)

e dunque per questo peso avremo

t —on— ¢
o = m; il 2m+3 9% —n (2.21.1107)

m+t —-2n—m-+3t
2 2

—m+n—t (221.1108)

SS9 =

da cui, alla luce di quanto sopra, ricaviamo

a=(a—a)=t B=(b—0b)=—m; y=(c—¢) =n—t (2.21.1109)

Poiché b e b sono necessariamente non negativi e non superiori a m, la condi-
zione su 3 implica che b = 0 e b = m ovvero richiede che gli indici covarianti
del vettore siano tutti uguali a | >.

Questo, a sua volta, richiede che @ = ¢ = 0 e dunque che

a=t=a=t y=n—t=>c=n-—t1 (2.21.1110)

per cui gli indici controvarianti saranno costituiti da ¢ |; > e da (n —t) |3 >
dove 0 <t < n: questa, una volta simmetrizzata, € la sola soluzione possibile
e poiché gli indici covarianti e controvarianti sono comunque differenti, il
vincolo di traccia nulla & certamente soddisfatto.

Resta cosi dimostrato che la molteplicita associata ai pesi sul ramo R1
del bordo dello spettro é uguale a uno.
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Vediamo ora che succede per i pesi sul ramo R2 dove abbiamo che

h— <n—|—m—t n—m+3t\/§

) 0<t<m  (221.1111)

2 ’ 3 2
e dunque
- _ Zizﬁi i Z%ﬁiﬁ A (2.21.1112)
o 0—T— (n—m)+2(n;—t)+(m—2t) -
=4 B = b—b= D2y g (2.21.1113)
v = c—c= (”_m)_(”‘gt)-i-(m—%) »

Evidentemente 1’equazione relativa ad « é risolta solo da a =n,a =0 .
Poiché a + b + ¢ = n deve poi essere b =c =0 e dunque b =m —t, ¢ = t.
Per questi pesi, esiste dunque una sola soluzione possibile simmetrizzata, la
quale ha n indici |1 >, (m — t) indici [? > e ¢ indici |3 >, con 0 <t < m.
Essa verifica senz’altro la proprieta P2 poiché gli indici covarianti e contro-
varianti sono comunque diversi. Quindi anche la molteplicita associata
ai pesi sul ramo R2 del bordo dello spettro risulta uguale a uno.
Venendo al ramo R3, abbiamo

— 2t 2 3
h— (” ; ,”+3 m{) 0<t<n (2.21.1114)
e dunque
sp = nSfgndim o4yt
= ol wdm _ 0" (2.21.1115)
o 4—T— (n—m)+2(n+73n—t)+(—m—t) - n—t
={ B = b—p=lmmlumd-2omt) (2.21.1116)
N = c—C= (nfm)f(nJrrgft)«#(fmft) —-m

In questo caso, I’equazione relativa a « implica che sia ¢ = m e ¢ = 0; poi,
visto che @ +b+¢ = m, deve essere @ = b =0 e quindi @« = a = n — ¢,
B = b =t. Esiste quindi una sola soluzione simmetrizzata possibile, avente m
indici |3 >, (n —t) indici |; > e ¢ indici |3 > con 0 < t < n, la quale soddisfa
automaticamente la proprietd P2. Ne segue che anche la molteplicita
associata ai pesi sul ramo R3 del bordo dello spettro risulta pari a
uno.

Non tratteremo esplicitamente i casi degli altri rami R4, R5 e R6 perché
non possono aggiungere nulla di nuovo a causa della simmetria dello spettro
che stabilisce che qualunque conclusione tratta per il peso (hi, he) si estende
automaticamente anche al peso (—hy, ha).

Quanto visto sopra dimostra evidentemente che, in una qualunque rap-

presentazione irriducibile di SU3, la molteplicita associata ai pesi sul
bordo esterno dello spettro é sempre uguale a uno.
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2.21.3 La molteplicita nel secondo layer della (n,m)

La molteplicita, in generale, non resta uguale a uno per i pesi interni dello
spettro, a eccezione di quanto accade, come si é visto, per le rappresentazioni
triangolari.

Supponiamo quindi di considerare una rappresentazione irriducibile (n, m)
non triangolare e dunque tale che risultino tanto n # 0 che m # 0 e conside-
riamo il caso nel quale abbiamo gia visto che la molteplicita non resta uguale
a uno, ovvero il caso del vettore I_|hy; > a cui, come sappiamo, corrisponde
un peso

n+m n—m 3 n+m—2 n—m+3
h'=hy —a= -— | -(,0) = - 2.21.1117
Per questo peso h’ abbiamo
sy = nHm=2gonem — p_
S9 = ’rH-Tm—Q_ n—2m - m—1 (2211118)
O = a—a— (n—m)+2(n3—1)+(m—l) — n_1
={ B = b-b= (“*mHngl)*Q(m*l) — —m+1 (221.1119)
N = c—c= (n—m)—(ngl)—l—(m—l) -0
con i vincoli (2.21.1094) e (2.21.1095).
Poiché si tratta di quantita intere non negative, le equazioni per « e 5 hanno,
ciascuna, solo due soluzioni (indipendenti), ovvero
a=n—1 = a=n—-1, a=0 oppure a=mn, a=1
f=1—-m = b=0, b=m-—1 oppure b=1, b=m (2.21.1120)

Nella tabella (2.11) che segue, sono riportati i quattro casi possibili, aven-
do aggiunto i valori di ¢ e € necessari per garantire che a+b+c=n e
@+b+¢ = m. Come si vede il caso IV non é accettabile perché richiederebbe
valori negativi di c e ¢.

Abbiamo quindi solo tre soluzioni possibili. Significa questo che la moltepli-
cita per h' ¢ tre ?

No, perché abbiamo dimenticato che le soluzioni devono rispettare P1 e P2.
Quanto a P1, questa proprietd non é un problema perché, se prendiamo, per
esempio, la soluzione I in cui ci sonon —1 |1 >, (m —1) |2 > e un [§ >,

bastera simmetrizzare il vettore B%%> C’¢ pero la proprieta P2 che non ¢

soddisfatta perché proprio la componente tensoriale associata a ’g%%> non
ha traccia nulla. Per questo occorre sottrargli una delle altre soluzioni, per
esempio la soluzione I] simmetrizzata ’%%%> Lo stesso accade per la I11.

Quindi il vincolo della traccia nulla riduce da tre a due le soluzioni possibili

e dunque, per il peso h’, la molteplicita risulta essere uguale a due.
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H ‘ Casi possibili H

I II III v
al n—1 n—1 n n
a 0 0 1 1
b 0 1 0 1
bl m—1 m m—1 m
c 0 0 -1
c 0 0 —1

sy B2 T2

Tabella 2.11:

Questo stesso risultato vale per tutti i pesi del secondo layer, come ades-
so dimostreremo nell’ipotesi che la rappresentazione irriducibile definita dai
coefficienti di Dynkin (n,m) sia tale che n > m > 1.

Abbiamo visto che il peso h' del vettore I_|hy; > vale

W — <n—|—m—2 n—m\/§>

(2.21.1121)

2 T3 2

Consideriamo ora i pesi associati ai vettori (U_)!/h/ > dove 0 <t <mn—1,i
quali si trovano nel primo layer interno'®’ allo spettro, sul ramo parallelo a
R1. Questi n pesi sono parametrizzati nel modo seguente!?!

1 —2—t n—m—3t
h(t):h’—t<2,‘f>:<"+m2 o ”; 3?>,O§t§n—1 (2.21.1123)

e quindi abbiamo

s = n+m—2—t 4 n—m—3t _ n—1-—92t
o = et adew oy (2.21.1124)
a a *76 _ (n—m)+2(n1—1?;t2t);—(m—11—i—tt) - n—1-—t¢
=08 = b—b= Enmiinl%tiﬂ(ml%) - —m+1 (2.21.1125)
_ n—m)—(n—1— m—

1008 osservi che il massimo valore di ¢ previsto & t = n — 1 perché per t = n non siamo

pitt all’interno dello spettro, bensi sul bordo.
101Ricordiamo che, vista la simmetria dello spettro, basta considerare i pesi per cui
hi1 = Iz > 0. Nel caso attuale, poiché abbiamo

1 —2
m2 <I3< "++ (2.21.1122)

avendo assunto n > m > 1, i pesi h(¢) risultano tutti non negativi.
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Iniziamo osservando che ’equazione relativa a 8 ha solo due soluzioni intere
non negative, ovvero b= 0; b =m — 1 oppure b= 1; b = m.

Nel primo caso, poiché @ + b + ¢ = m, dovra essere @ + ¢ = 1 e dunque, di
nuovo, due soluzioni, cioé @ =1,¢ =0 oppure a =0, ¢ = 1.

Abbiamo cosi le soluzioni I e I riportate nella tabella (2.12), dove questi
parametri sono riportati in grassetto mentre i valori di a e ¢ sono determinati
di conseguenza, in base alle equazioni per « e 7.

Nel secondo caso, in cui b = 1, poiché questo richiede che b = m, ne segue
che @ + ¢ = 0 e dunque ciascuna di queste quantita dovra essere nulla.

In questo caso, quindi, & possibile una sola soluzione, la I11.

Come abbiamo gia visto, pero, mentre la simmetrizzazione di ciascuna delle
tre soluzioni é possibile senza problemi, la condizione sulla traccia nulla ri-
chiede che si sottragga una soluzione dall’altra, per cui il numero di soluzioni
indipendenti diviene uguale a due.

Per i pesi!®? di cui alla (2.21.1123), quindi, la molteplicita & uguale a
due.

H ‘ Casi possibili H

I II II7
a n—t n—t—1|n—-t—1
a 1 0 0
b 0 0 1
b m-—1 m-—1 m
c t t+1 t
c 0 1 0
....... 2 32....2 22....2
11..13...3> 31..13...3> 21..13...3>

Tabella 2.12:

102G¢ Jasciamo che ¢ assuma il valore n, uscendo quindi dall’interno dello spettro per
andare sul bordo dello stesso, le soluzioni I e I11 perdono di significato perché prevede-
rebbero a = —1. Resta quindi solo la soluzione I la quale diviene espressa da |§§jjjjjjj,2,3>,
ovvero senza |1 >, soddisfacendo cosi direttamente la proprieta di traccia nulla.
Per questo peso abbiamo, come gia visto, molteplicita uguale a uno.
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Come ulteriore esempio, consideriamo gli m pesi del primo layer interno

che sono associati ai vettori (V_)" I_|hy; > ovvero!%?
1 3
h(r) = h—r (2\2f> 0<r<m-1 (2.21.1127)
[ nt+tm—=2-—r n—m—l—3r£ (2.21.1128)
Abbiamo
s1 = n+m272771 + nin;ﬁ% = n—1+4r
So = n+m2—2—r o n—rr21+37~ - m—1-—9r (2211129)
a a4 — 7= mmF2n=ltnt(m=1=2r) _ 4
= s _
= 5 - h_p= (n—m)—(n—1+3r)—2(m—1—2r) = —m+l+r (2.21.1130)
v = ¢c—C= (n—m)—(n—lgr)+(m—1—2r) .

L’equazione per a ha due soluzioni, cioé

a=n, a=1oppurea=n—1, a=0.

Nel primo caso (a = n), necessariamente dovra essere b = ¢ = 0 e quindi
siamo condotti alla sola possibile soluzione I della tabella (2.13) riportata
sotto.

Nel secondo caso (a = n — 1) possiamo avere sia la soluzione I/ in cui
b=1, ¢=0 che la soluzione II] in cui b = 0, ¢ =1, con le altre quantita
univocamente determinate dalle equazioni per g e 7.

H \ Casi possibili H

I 11 117
a n n—1 n—1
a 1 0 0
b 0 1 0
bl m—1—r m—r m—1—r
c 0 0 1
c r r r+1
22 ) VB2 ) [RS8

Tabella 2.13:

103 Anche in questo caso, essendo

”; o< %’H (2.21.1126)

avendo assunto n > m > 1, i valori di hy = I3 sono tutti non negativi.
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Di nuovo, la necessita di rispettare il vincolo della traccia nulla fa scendere
da tre a due le soluzioni possibili. Non serve adesso considerare altri casi
anche perché la simmetria ci aiuta e possiamo concludere, se n > m > 1, i
pesi che appartengono al primo layer interno dello spettro hanno
associata una molteplicita che é uguale a due.

Osserviamo adesso che se m = 1 allora i pesi h(r) di cui alla (2.21.1127)
si riducono a uno solo, corrispondente a r = 0.
In questo caso, la forma del primo layer interno passa da una forma esagonale
definita da n e m punti a quella di un triangolo equilatero costituito da
lati di n punti, il quale, se n > 4, possiede comunque altri punti interni.
Verificheremo adesso che la molteplicita resta uguale a due sia per i punti
sul bordo del triangolo che per quelli a esso interni.
Supponiamo!'®* dunque che n > m = 1.
Il lato del triangolo parallelo a R1 ¢ fatto dai pesi di cui alla (2.21.1123),
ovvero tali che (si ricordi che per ipotesi m = 1)

n—1—t n—1-—3t V3
h(t):< 9 9 3

) . 0<t<n—1 (221.1131)

definiti a partire dal peso del vettore I_|hy; >.
Attraverso questi pesi'®® possiamo definire tutti i restanti pesi dello spettro
presenti sul bordo o dentro il triangolo, attraverso l'applicazione di (I_)",

ottenendo cosi 1 pesi seguenti

h(t,r) = h(t)—r(1,0); 0<r<n—-1-t (2.21.1132)
n—1—t—2r n—1-3t+3
= — 2.21.1133
< 2 ’ 2 3 ) ( )
Abbiamo
n—1—t—2r n—1-3t
s1 = 2 + = n—-1—-2t—r
S9 = n—1—2t—27" _ n—§—3t = t—p (2211134)
o 4—T= (n71)+2(n71372t7r)+(tfr) — e 1—t—1
=4 B = b—p= ol o2, (2.21.1135)
~ c—T— (n—l)—(n—l;Qt—r)—l—(t—r) S

1047] caso in cui n = m = 1 corrisponde alla rappresentazione dell’ottetto e lo abbiamo
gia considerato. In questa rappresentazione ¢’¢ un solo punto interno con peso h = (0,0)
che, coerentemente con quanto detto fin’ora, ha associata una molteplicita uguale a due.

10563 osservi che, poiché 0 < t < n — 1, questi pesi individuano vettori con autovalore di
I3 dato da Is = # > 0 ovvero non negativo.
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Poiché a +b+c=nea+b+¢=m = 1, sono possibili solo tre casi,
ovvero che @ = 1,b=¢ =0, oppure che @ = 0,b = 1,¢ = 0, o infine che
@ =b=0,¢ =1, corrispondenti, rispettivamente ai casi I, I1 e III della
tabella (2.14) riportata sotto.
La condizione sulla traccia riduce al solito i casi possibili a solo due soluzioni
per cui per tutti i pesi del triangolo la molteplicita é uguale a due.

Siamo adesso in grado di determinare facilmente la dimensione della
rappresentazione (n, 1). I pesi presenti sul bordo esterno dello spettro sono

pe=I[(n+1)+ (m+1)]*3—-6=3n+3 (2.21.1136)
mentre i pesi all’interno dello spettro, quelli del triangolo di lato n sono

n(n+1)

5 (2.21.1137)

pi=n+n—-1)+..+1=

Poiché per 1 pesi p. la molteplicita vale uno mentre per i pesi p; vale due, la
dimensione della rappresentazione (n,1) & pari a

D(n,1)=3(n+1)+nn+1)=(n+1)(n+3) (2.21.1138)

H ‘ Casi possibili H

I II III
a n—t—r n—t—r—1|n—-t—r—1
a 1 0 0
b r r+1 r
b 0 1 0
c t t t+1
c 0 0 1
%1....12...23..3> ‘%1....12...23..3> \%1....12...23..3>

Tabella 2.14:
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Ho
[ [ [ (] [ [
[ J . L] ’ ° ° @ |hM >
(2) (1)
[ ] ° . . . )
;Hl
[ . ’ . [ ]
[ ] . (] [ ]
[ ] ’ [ ]
[ J [ ]
®

Fig.2.21.3 : Spettro della (5,1)

Per fissare meglio le idee, abbiamo riportato nella figura (2.21.3) 'esempio
dello spettro della (5, 1) dove abbiamo evidenziato il vettore |hy; > e il bordo
esterno dello spettro (fatto di pesi, come sappiamo, con molteplicita uno)
cosi come ¢ evidenziata la parte triangolare interna, in cui la molteplicita é
ovunque uguale a due.



2.21. LA MOLTEPLICITA NELLE RAPPRESENTAZIONI (N, M) 235

2.21.4 La molteplicita nella (n,m) in generale
Prima parte

Consideriamo il caso generale di una rappresentazione irriducibile (n, m), per
la quale supporremo unicamente che risulti'®® n > m > 0.

Iniziamo osservando che solo la struttura dei primi m layers resta esagonale,
mentre il restante dei pesi risulta distribuito in un triangolo equilatero avente
il lato fatto da n —m + 1 pesi.

Come esempio, tanto per fissare le idee, riportiamo nella figura (2.21.4)
lo spettro dei pesi della rappresentazione (7,3) in cui é stato evidenziato sia
il vettore |hp; > come pure i pesi che fanno parte del triangolo equilatero
interno.

Hy
[ J [ J [ J [ J [ J [ J [ J [ J
[ . . . ) . . . °
° . . . . . . . . °
) . . o o o o . . o |hM >
[ . ° o o o o ° . o
H,y
[ ] . . o o . ) [
[ J (] L] o o . . [
[ J . . . . [
[ . . . . )
® . ] . ®
[ [ [ [ ]

Fig.2.21.4 : Spettro della (7,3)

106Se m = 0 lo spettro é& triangolare e in questo caso, come abbiamo gia visto, la
molteplicita vale uno per tutti i pesi della rappresentazione.
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Per determinare la molteplicita dei pesi nei vari layers, inizieremo consi-
derando i pesi della forma

n+m n—m\/g
h, = hM—Ta:< 55 3)—7“(1,0)2

_ <n+m—2r n—m@

5 — 3 ) con 0<r<m-—1 (2.21.1139)
ciascuno dei quali appartiene a un layer di forma esagonale e lo individua in
modo univoco, a partire da quello relativo al bordo, a cui corrisponde r = 0,
fino a quello pit interno, determinato da r = m — 1 (che potrebbe anche non
essere distinto da quello relativo al bordo, se m = 1).

In seguito confermeremo quanto gia visto in qualche caso particolare, che
la molteplicita resta la stessa per tutti i pesi appartenenti a uno stesso layer.

Dato il peso h,., abbiamo

n+mf2r+nfm _

S1 — D) D) = n—r
Sg = n+77;—2r _ n—2m = m—r7 (2.21.1140)
a0 = a—a=— (nfm)+2(n37r)+(mfr) — n—r
=3 8 = b-p= oo 2mer) —mtr (2.21.1141)
Yy = c— = (’Vl—m)—(’ngr)-f—(m—r) = 0

Procediamo ora al conteggio delle soluzioni per un assegnato valore di r,
corrispondente al layer L = r + 1.
Poiché o« = a — a = n — r, limitatamente a queste due sole quantita a e @, i

loro possibili valori sono i seguenti'®”

H ‘ valori H
N a a
1 n r
2 n—1]|r—1
3 n—2|r—2
r+1|n—r 0

Tabella 2.15:

dove N é un numero progressivo introdotto solo per identificare le diverse
soluzioni per a e @.

1078; ricordi che 0 <r<m-—1em <npercuin—r é&certamente positivo.
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Quanto ai possibili valori dei parametri b e ¢, essi sono determinati dalle
possibili coppie (b, ¢) per le quali

(bye):b>0; ¢>0; a+b+c=n (2.21.1142)

mentre i valori di b e € seguono poi da quelli di b, ¢ e dalle due equazioni per
B e 7y, che forniscono

B=b—b=-m+r = b=m-—-7r+b (2.21.1143)
y=c—-¢=0 = ¢=c (2.21.1144)
H ‘ Casi possibili H
HN \ a \b—i—c\ (b,c) \ S H
1 n 0 (0,0) 1
2 n—1 1 (1,0);(0,1) 2
3 n—2] 2 (2,0); (1,1);(0,2) 3

r+1|n—r r (r,0);(r—1,1);..5(L,r = 1);(0,7) | 7+ 1

Tabella 2.16:

Nella tabella (2.16), in funzione del numero progressivo IV, sono riportate
le coppie (b,c) compatibili con a, dato n, insieme al loro numero indicato
con S. Come si vede, il totale delle possibili scelte & uguale a

(r+1)(r+2)
2

A ciascuna di queste possibili scelte, nella base tensoriale, corrisponde in
modo univoco un vettore di peso h,, ma non necessariamente questo ¢ un
vettore della rappresentazione irriducibile (n,m).

Affinché questo possa accadere é necessario, come sappiamo, che siano sod-
disfatte le due condizioni P1 (simmetria completa sia sugli indici covarianti
che su quelli controvarianti) e P2 (traccia nulla).

Mentre la simmetrizzazione é sempre possibile e non conduce a limitazio-
ni, la condizione sulla traccia, come abbiamo anche gia visto in precedenza,
costituisce un vincolo che puo ridurre il numero dei vettori accettabili.

T=14+2+3+..+(r+1)= (2.21.1145)

Per comodita di notazione, decidiamo adesso di rappresentare il vettore
definito dai parametri a, b, ¢ e @, b, ¢ nel modo seguente

b),(¢)
o > (2.21.1146)

intendendo cosi che gli indici in basso (indici controvarianti) sono fatti da un
totale a di 71”7, da un totale b di ”2” e da un totale ¢ di ”3”, mentre quelli
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in alto (indici covarianti) sono fatti da un totale @ di 717, da un totale b
di ”2” e da un totale ¢ di ”3”. Quanto alla posizione di questi indici nella
stringa, sia in alto che in basso, essa ¢ del tutto irrilevante poiché il vettore
deve comunque essere poi simmetrizzato e questo comporta, alla fine, una

unica possibilita indipendente da questa posizione.
Consideriamo dunque il layer L, con 1 < L < m, individuato da |h, >
con r = L — 1. Abbiamo visto sopra che il numero totale dei vettori della

base tensoriale aventi peso h, > ¢

T (r+1)(r+2) _

L(L+1)

2

2

(2.21.1147)

Nella tabella (2.17) riportata sotto ¢ dato il dettagliol®® di come sono fatti

questi vettori. Abbiamo

Casi possibili

HN a ‘ a ‘ b ‘ b ‘ c ‘ c ‘vet ‘ |(n,m,r; N)p > H
1 n r 0 m—r 0 0 E;))’7((ZL)7_(8’(0)> |(n,m,r;1); >
2 n—1 |r—1| 1 —r41| 0 0o | |r)t (T)“)’(O>> (n, m,7:2)1 >
0 m-—r 1 1 E;:ll))’(( 0),(1 3(1)> |(n,m,r;2)y >
3 n—2 |r—2| 2 —r+2] 0 [ o [[E0 02O [nomri3) >
Um0 [ TR T Hmmri3), >
(r=2),(m—r),(2) .
0 m-—r 2 2 (n-2).(0),(2) > |(n,m,r;3)3 >
r n—r+1 1 r—1 m—1 0 0 Ef}fﬁz)l’)(ﬁ)l)’(o)> |(n,m,r;r); >
1),(m—2),(1
r—2 m — 2 1 1 En)f(r+1),)(rf)2),(1)> |(n, m, ;1) >
0 m—r r—1|r—1 Ei)i(:i—z;,)(é;,?rlll)> |(n,m,r;r), >
r4+1 n—r 0 r m 0 0 E?L);(:;)(;F;))(O)> |(n,m,r;7r+ 1)1 >
r—1 m—1 1 1 E?L)i(’:;(_’rl—)’l()l,)(l)> |(n,m,r;r+ 1) >
0 m-—r r r Egl(xzor))(s,g)> |(n,myr;r 4+ 1)pg1 >

Tabella 2.17:

198 Con il simbolo |(n, m, r; N), > indichiamo il vettore che, nella rappresentazione R ('),
corrisponde al peso hys —ra (cfr.(2.21.1139)), definito dal progressivo N (cfr.(2.16)) legato
al valore del parametro a, e di progressivo p nell’ambito di N fissato.
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E’ opportuno ricordare adesso che questi vettori |(n, m,r; N), > devono
essere simmetrizzati e, quanto alla loro traccia, dato che in generale hanno
componenti sia covarianti che controvarianti uguali!®?, la loro traccia non &
nulla.

La contrazione del primo indice covariante con il primo indice controvariante

di questi vettori (simmetrizzati) conduce in modo ovvio ai vettori'® seguenti,
dove abbiamo definito
n=n-1, m'=m-1;, =r-1 (2.21.1148)
H ‘ Casi possibili H
H |(n,m,r;N)p > \ vettore \ contrazione \ short H
. (T)v(m_r)7(0) (T_1)7(m_7‘)7(0) .
’(nv m,T; 1)1 > En%(()))(’(o) >) ( ) En,1;7éo)7(0) ) (>) ‘(n/a m/7 ’I"/, 1)1 >
r—1),(m—r+1),(0 r—2),(m—r+1),(0 X
[(n,m,7;2)1 > (n—1),(1),(0) > (n—2),(1),(0) + | [(n,m! 7 2)1 > +
r—1 ,(0
+ En 1))( )() +|(n',m/ ;1)1 >
. (r=1),(m—r),(1) (r—2 .
|(n, m, T, 2)2 > (n_1)7(0)7(1) > (nzz) ()))( (> + |(’n/’ m/’ ’r'/’ 2)2 > +
r—1 r),(0) .
+ (n—1),(0), (0) > —f—’(n/’m”r/’l)l >

(0, 733)1 > oo ) | o ) | 16 mr 3> +
OO | 2y, >
[(n,m,7:3)2 > e I [ O+ e m!v%8)e > +
Do)+ | e m 2, >
ot ") | 2>

|(n7 m,T; 3)3 >

r—3),(m—r
(n_3)1(0)7(2)
(r=2),(m—r),(1)

(T*2),(mfr),(2)>
(n_2)1(0)7(2)

@)+ o ri3)s > +
T (n-2),(0),(1) > +|(n/,m! "5 2)9 >

|(7’L, m,rirT + 1)r+1 >

“('()),(m—r)ﬁ(r)>

(0),(77’1—7‘),(7‘—1) >
(n—r),(0),(r)

(n—),(0),(r—1)

[(n',m! rsr’ + 1), >

Tabella 2.18:

Come si vede, la contrazione della traccia sui vettori |(n,m,r;N), >
conduce ai vettori |(n/,m/,r'; N'), >

10986 m = 1 e dunque il solo possibile valore di r ¢ r = 0 & dunque abbiamo solo N = 1,
il vettore |(n,1,0;1)1 > ha traccia nulla e la molteplicita & uno: & questo il caso caso del
layer al bordo dello spettro ...

HOE inteso che se in un vettore un qualunque coefficiente a, b o ¢, oppure @, b o € risulta
negativo, quel vettore va semplicemente considerato nullo.
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D’altronde i vettori della base della rappresentazione irriducibile (n, m)
con peso h, saranno combinazioni lineari degli |(n, m,r; N), > tali da ave-
re traccia nulla. Ma partendo da una combinazione lineare qualsiasi fra gli
w vettori |(n,m,r; N), > si ottiene in genere una espressione fatta
. (r/+1)2(r’+2) _ r(r;—l)

dagli
caviamo w vincoli sugli coefficienti della combinazione lineare,
e dunque ne concludiamo che le soluzioni cercate con traccia nulla, ovvero
la molteplicita associata al peso h,., vale

(r+1)(r+2) r(r+1)

M, = 5 g =rHl=1 (2.21.1149)

vettori indipendenti |(n’, m/,7'; N"), >, ovvero ri-
(r+1)(r+2)
2

cioé coincide con il numero progressivi di layer!!!.

Vediamo adesso un’applicazione di quanto abbiamo ricavato sopra in ge-
nerale, considerando il caso della rappresentazione (7,3), il cui spettro ¢é
riportato in fig.(2.21.4).

e r=20
Questo valore di r implica il peso pari a hj; che si trova al bordo dello
spettro. L’unico valore possibile di N risulta N = 1 a cui corrisponde
il vettore (cfr. tavola (2.17))

1(7,3,0;1) = [0 = i) (2.21.1150)

che ha traccia nulla, avendo gli indici covarianti e controvarianti tutti
distinti.
La molteplicita, quindi, per il peso hg = hj; é uguale a uno.

e r=1
Questo valore di r definisce il peso hy = hj; — a a cui corrispondono
i tre vettori seguenti, di cui riportiamo anche il vettore che si origina
dalla contrazione della loro traccia:

(7,3,1;1)1) = \g;g;gg;;gg;>zﬁgfmpjgg;vgg;gg» (2.21.1151)
) _ 100),(3),(0) 222 (0),(2),(0)

(7,3,1;2),) = ‘(6)7(1),(0)> 1111112)%)(6)(0) 0)> (2.21.1152)
. _ ..\ _ (0),(2).(0)

(7.3,1:2)2) = | = B ~ [G6)6))  (2:211158)

Come si vede, la contrazione conduce a un solo vettore, ovvero
223
|Tfh1113) = 1(6,2,0;1)1) (2.21.1154)

gli altri vettori previsti nella tabella (2.18) non ci sono perché, in questo
caso in cui abbiamo assunto r» = 1, i vettori che avrebberoa =r—2 < 0

1 Ricordiamo che questo vale finché stiamo su layers di forma esagonale.
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sono assenti (nulli).
Se consideriamo dunque una generica combinazione lineare dei tre
vettori

c1 |(7, 3,1; 1)1> + c2 |(7, 3,1; 2)1) +c3 |(7, 3,1; 2)2> (2.21.1155)

e imponiamo che la sua traccia sia nulla, ricaviamo una unica condi-
zione sui coeflicienti per cui deve essere che

(01 “+ co + 03) ‘(6, 2,0; 1)1> = |0 > = c1+ca+c3=0 (2.21.1156)

e quindi lo spazio vettoriale delle soluzioni dovra soddisfare quanto
sopra e dunque avra dimensione due per cui la molteplicita per il peso
h; = h); — a é uguale a due. Una possibile scelta della base é

c1=1c=0,c3=—-1 = [(7,3,1)a >=[(7,3,1;1)1) — [(7,3,1;2)2)  (2.21.1157)
C1 = O,CQ = 1,63 =—-1 = ’(7,3, 1)b >= ‘(7,3, 1;2)1 - ‘(7,3, 1;2)2>> (2.21.1158)
r=2
Questo valore di r definisce il peso hy = hy; —2-a a cui corrispondono
i sei vettori seguenti, di cui riportiamo anche il vettore che si origina
dalla contrazione della loro traccia:
2 s y 1 ’ )
1(7,3,2:1)1) = E?§E(1)§Eg§> - §6§§é§§8§> = ((6,2,1;1)1) (2.21.1159)
) _ [(1),2),0) (0),(2),(0) (1),(1W,0\ _
7.3.2:20) = |GHE) ~ [O06) 660, =
= (6,2,1;2)1) + [(6,2,1;1)) (2.21.1160)
) _ [(D),1),(1) (0),(1),(1) (1),1W,O\ _
(7.3.2:2) =[G G0) ~ [S60) 660, =
= 1(6,2,1;2)2) +{(6,2,1;1)1) (2.21.1161)
(7,3,2:300) = [ 610) =[O0 =16.2,1:2)1) (2.21.1162)
) _ [(0),(2),(1) (0),(1),(1) (0),(2),(0\ _
7.3.2:3) = |GBE) ~ [S60) +[H06) =
= [(6,2,1;2)2) + [(6,2,1;2)1) (2.21.1163)
(7,3,2:3)5) = |00 5)) = [Orlor)) = 16,2,1:2),) (2.21.1164)

Coerentemente con quanto visto, in questo caso la contrazione conduce
ai tre vettori di (n’,m’) = (n —1,m — 1) = (6,2) corrispondenti a
r=r—1=1.

Se consideriamo quindi il generico vettore dello spazio a sei dimensioni
corrispondente al peso hy

e |(7,3,2;1)1) + ¢ [(7,3,2;2)1) + ¢3 |(7,3,2;2)2) +

+ eq |(7,3,2;3)1) + ¢5 |(7,3,2:3)2) + ¢ |(7,3,2:3)3) (2.21.1165)
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(c¢;) = (1,0,
(ci) = (1,
(ci)

—1,0,1,0,0) = |(7,3,2)p)
=(0,0,0,1,-1,1) = [(7,3,2)¢)
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e imponiamo che la sua traccia sia nulla, ne ricaviamo che deve risultare

e |(6,2,1;1)1) + 2 [(6,2,1;2)1) + 2 [(6,2,1;1)1) +
+ c3 ‘(6,2, 1;2)2> + c3 ‘(6,2, 1; 1)1> + cy ‘(6,2, 1;2)1> +
+ c5 ‘(6, 2, 1;2)2> + cs5 |(6,2, 1; 2)1> + cq |(6,2, 1; 2)2) = ‘O >

e dunque deve aversi che

c1+catez3=0
ca+ca+ce5=0 (2.21.1167)
cg3+cs+cg=0

Queste tre equazioni riducono i gradi di libertd da sei a tre, per cui la
molteplicita per il peso ho = h)y; — 2 -a é uguale a tre.

Una possibile scelta della base, conseguente alla scelta delle soluzioni
per i coefficienti ¢; che soddisfano il sistema (2.21.1167), ¢ la seguente

_1)0707 1) = |(77 37 2)a> ’(77372; 1)1> - |(7737272)2> + ‘(7737 273)3>
(7,3,2;1)1) — [(7,3,2;2)1) + [(7,3,2;3)1)

|
‘(77372;3)1> - ’(7737 273)2> + |(7737273)3>

Seconda parte

Nella prima parte del paragrafo abbiamo dimostrato che per i pesi

h,=hy—ra con 0<r<m-1 (2.21.1171)

la molteplicita M, vale

M,=r+1=1L (2.21.1172)

dove L ¢ il numero progressivo che individua il layer a cui appartiene h,
come peso piu alto.

Vogliamo dimostrare adesso, in generale (lo abbiamo dimostrato solo per il

layer posto al bordo dello spettro, definito dal valore di » = 0 ...), che la
molteplicita non varia da un peso all’altro nello stesso layer.
Il punto di partenza €, naturalmente, il peso h, per il quale ricordiamo che

si ha

h = (n—i—m n—m\/§> —(1,0) = <n+m—2r n—m@

2 7 2 3 2 72 3

da cul ricaviamo

s1=2h,-b=h,(1,V/3)=1080=2r y nom = 5y
s =2h,-c=h ( \/>) n+m 2r_n5m - m—7

(2.21.1174)

(2.21.1166)

(2.21.1168)
(2.21.1169)
(2.21.1170)

) (2.21.1173)
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e quindi
a—a=a="" )+251+52 = n—m+2”§2r+m—r = n—r
b—b=p =" 51 20 _ momontrodmir gy (2211175)
c—Cc=v= (n— ) 81+82 _ n*m*n;T‘erfr _ 0

e queste sono le quantita da cui abbiamo determinato il numero di vettori di
R (") con questo peso e quindi quelli che appartengono alla rappresentazione
(n,m).

Consideriamo adesso un peso della rappresentazione (n,m) che appartiene
al layer definito da r e si trova nel ramo discendente R| che origina in h,,
ovvero un peso della forma

1 V3

h,,=h,—ub=h, —u <2,2> con 0<u<n-—r (2.21.1176)

h - n+m—2r n—m V3 1 V3 B
= 2 3 ) "“\22 )~

Abbiamo

n+m—2r—u n—m—3u V3
= — 2.21.1177
ooy ) 2211177)
da cui otteniamo
. (1 f) _ n+m 2r—u + n—n;—?)u - n—7r—9% (2.21.1178)
S9 = h . (1 _\/g) — n+m227‘—u _ n—’n;—Su = m—-r4u
e quindi
a — ? A (n—m)—g281+82 — n—m+2n—2r3—4u+m—r+u -
b b = 6 — ( 7171);817282 — n—m—n+r+2§/,—2m+2r—2u r—m (2211179)
G=~ = (MmM)=sits2 _ n—m—ntr4+2utm—rt _
c—c=~= 31 2_nmnr3umru -

Prima di procedere alla determinazione e al conteggio dei vettori della
rappresentazione R (") che soddisfano la (2.21.1179), ovvero che hanno peso
h,, (cfr. la tabella (2.19), premettiamo le osservazioni seguenti:

e essendo u <n—r nesegueche a=n—r—u>0 edunquea > a;

e poiché r <m —1 nesegueche f=r—m <0 edunque
b < b; inoltre, essendo § = b — b e b non negativo, sard b > m — r,
indipendente dal valore di u;

e visto che v = c¢—7¢ = u, essendo necessariamente ¢ > 0, ne segue che
¢ > u, indipendentemente dal valore di r.
Essendo a+b+c=n sard a+b=n—c <n-—u e dunque,
potendo b essere solo non negativo, avremo che
a<n—u = a=a—n+r+u<r
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Riassumendo, le condizioni da soddisfare sono le seguenti
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a+b+c = n
a+b+e = m
a=a—a = n—r—u
b=b-"b - omdr (2.21.1180)
y=c—¢C = u
n>m>0
0<r<m-1
0<u<n-r
Abbiamo
H Casi possibili H
N a a b+c b b c ¢ | vettore short
1 n—u r u 0 m—r u 0 EZ)(S(S))(SD |(n,m,r,u;1); >
2 n—u—1|r—1]u+1 1 m—r-+1 u 0 E:L i)(f; T+1)(0)> |(n,m,r,u;2); >
0 | m—r Jutr] 1|00 u+1> (s 2)2 >
3 n—u—2|r—2|u+2 2 —r+2 U 0 g; )(n;(;;r(i)) > |(n,m,r,u;3); >
1 —r+1|u+1|1 8; i)(;n T+Z)+(11)> |(n, m,r,u;3)9 >
0 m—r ut2| 2 E:Li)(;n T)(3+2> |(n,m,r,u;3)s >
r+l|n—u—r 0 u+r r m U 0 ()_’(_)(0) > |(n,m,r,u;r + 1)1 >
(n—u—r),(r),(u)
0),(m—1),(1
r—1 m—1 u+1]1 gn)_(u_r)ﬁ)(ﬁ_)l)7(u+1)> |(n,m,r,u;r +1)g >
0 r
0 m-—r u+tr | r gn) (u T))(é)?(u+r)> |(n,m,ryu;r + 1)p41 >

Tabella 2.19:

Come si vede, il numero dei vettori che soddisfano le condizioni richieste

(2.21.1180) vale ancora

(r+1)(r+2)

5 , ovvero ¢ indipendente dal valore di w.

Inoltre esiste una evidente corrispondenza biunivoca con quanto visto nel
caso del peso h,, infatti'!? basta osservare che

|(n,m,7,0;N);

H2O0<j<N; 1< N<r+1)

>=|(n,m,r;N); > {h,} «— |(n,m,r,u;N); >€ {h,,}

(2.21.1181)
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Questa corrispondenza permane anche per quanto riguarda i vettori che

originano dalle contrazioni''® legate alla traccia, infatti abbiamo!''4
H ‘ Casi possibili
H |(n, m,r,u; N)p > ‘ vettore ‘ contrazione ‘ short

|(n,m,r,u;1); > gr) (n;(r))((g))> g; B(SL(T)( )> |(n/,m/ " u; 1) >
|(n, m,r,u;2) > E; " (;n TH) 0)> E; 2) (m TH) 0)>+ |(n',m/ v u;2); >+
+ 23(1" ”3> (s 1)y >
|(n, m,r,u;2)9 > g; B(T T) > g;i) (;n ™ SH); + |(n/,m/, v u;2)9 >+
+ | 13(1” ) | ), >
|(n,m, 7, u; 3)1 > E; i(;n r+2) 0)> g;:i (;n r+2) )>Jr (', s 3)1 > +
+ E;_i) (;n TH) © > +|(n',m! " uy2); >
(1,7, :3)2 > ) | [ <§;(3+3+;>>+ (0 s B)o > +
o), u+1)>+ (1 ; 2)s >
+ E; i(;n TH) > +|(n/,m/ " u;2) >
|(n, m,r,u;3)s > E;’;i)’_(;;’zg))y’((jlm> E:;i) (g; T) (uer > |(n',m/ v u;3)3 > +
+ E; i)(;n ) u+1)> +|(n,m 1" u; 2)9 >

|(n/,m/, v Ju;r’ + 1)1 >

. @ .6m).0) ORI
o+ 00> | [0 ) | e w)

“(.0)( r),(r) > “(.0)7(m—7"),(7"—1) >

) (r
[(n,m,ryusr + 1)pyr > (n—u—),(0),(u+r) (n—u—),(0),(utr—1)

|(n/7 mla ’f’l, U '+ 1)7'/+1 >

Tabella 2.20:

I tensori indipendenti risultanti dalla contrazione di traccia risultano cosi
r(r+1) . ce . . C .

ancora essere —— e dunque la base dei vettori i cui tensori associati hanno

traccia nulla sono ancora r + 1, indipendentemente da wu.

La molteplicita associata a questi pesi, quindi, non cambia al variare di w,

cioé nel ramo R| del layer L = r + 1 il quale trae origine in h,..

113Con questa locuzione intendiamo i vettori definiti dai tensori ottenuti per contrazione
di traccia a partire dai tensori associati al vettore considerato, una volta simmetrizzato.

14Come nel caso della (2.21.1148), abbiamo poston’ =n—1,m' =m 1,7 =r—1le
abbiamo lasciato u uguale a se stesso. Si osservi in particolare che la diseguaglianza che
lo riguarda, cioé u < n — 7 continua naturalmente a valere anche per n’ —r’ ... .
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Verifichiamo adesso che, come possiamo ben aspettarci, lo stesso risultato
di indipendenza della molteplicita dal peso si ottiene per quelli presenti nel
ramo ascendente Ry del layer L = r + 1 (questo ramo esiste poiché stiamo
trattando il caso di layer esagonale ...) originantesi in h,, i quali sono definiti
attraverso la relazione

n+m—2r n—m 3 1 V3
h,, = h,—vc= — | = =

2 T2 3 27 2
—2r — — 3v V3
_ (”*m . r-von ”;+ v ‘g) con 0<v<m—r (221.1182)
da cui otteniamo
s1=hyy o (1,/3) = mhmtee usitl gy gy (2.21.1183)
s =hy, - (1, —V/3) = BEM2roy _ nomdSy — gy 2y o
e quindi
A—a=0a—= (n—m)‘§251+82 — nfm+2n72r§2v+mfr72v — n—rp
b—b= 5 — (n—m)—s1—2s2 _ nfmfn+rfg72m+2r+4v = r—m+4v (2211184)
c—7= v = (n*m);lerSQ — n—m-—n+r—v+m-—r—2v —v
Le condizioni da soddisfare, in questo caso, sono
(a+ Q +c = n
at+b+c = m
a=a—a = n-—-r
ffi’:ﬁ - (2.21.1185)
n>m>0
0<r<m-1
0<v<m-r

per cui ne risulta il quadro riportato nella tabella (2.21), la quale mostra, ap-
punto, come il numero di vettori di R (}') aventi peso h,, resti indipendente
da v. Ripetendo quanto gia visto riguardo alla imposizione della condizio-
ne di traccia, arriviamo di nuovo alla conclusione secondo la quale anche
la molteplicita associata ai pesi presenti nel ramo Ry del layer L = r + 1
originantesi in h, resta comunque uguale a L.



2.21. LA MOLTEPLICITA NELLE RAPPRESENTAZIONI (N, M) 247
H Casi possibili H
N a b+c b b c c vettore short
1 n r 0 0 m—r—uo 0 v E:L))((m) (T) U)’(0)> |(n,m,r,v;1)1 >
2 n—1|r—-1 1 1 m—r—v+1]0 v E;llgbrvﬂ) > |(n,m,r,v;2); >
0 m—r—v 1 |v+1 Er 1’(m r=v), U+l> |(n,m,r,v;2)y >
3 n—2|r—2 2 2 m—r—v+21]0 v En 2),((7211)7« v, > |(n,m,r,v;3)1 >
r—2),(m—r—v+1),(v+1)
1 m—r—v+1|1|v+1 En 2))((1)7() +1),(v+1) |(n,m,r,v;3)y >
r—2),(m—r—v),(v+2
0 m-—r—uv 2 |v+2 En 2))7((0)7 2) )(+)> |(n,m,r,v;3)3 >
r+1|n—r 0 T r m—v 0 v E?}fg(gkg» |(n,m,r,v;r 4+ 1)1 >
0),(m—v—1),(v+1
r—1 m—v—1 1 |v+1 En)_(r)7(r_l)?((l)+ )> |(n,m,r,u;r +1)g >
0),(m—v—r),(v+r
0 m—uv—r rlouo+r Enl(r)7(0)7(rg ( )> |(n,m,r,v;r 4+ 1)p41 >

Tabella 2.21:

Prima di trattare il caso degli altri quattro rami del layer esagonale L, &
opportuno ricordare che i vettori dei pesi relativi alla rappresentazione R (]")
godono di alcune proprieta di simmetria (teorema di Weyl), in particolare
quella secondo cui lo spettro di questi pesi risulta invariante per rotazioni di
+120° nel piano (Hy, Hs).

Partiamo dai pesi relativi alle rappresentazioni (1,0) =3 e (0,1) =3
relativi alle due rappresentazioni fondamentali. Abbiamo

() 0 (3) o ()
==l [H=-k )= (2.21.1187)
(

Le rotazioni R4 di +120° nel piano (Hi, Hs) sono descritte dalle matrici

, Ovvero

(2.21.1186)
6
3

_1 _V3 _1 V3
Ri=| 2 Ro=| 25 2, (2.21.1188)
) 2 T2
e risulta chiaramente che
Ry ’ﬁ>>_ \22>>, Ry \|22>>= !}33)>7 Ry !‘%)>= ‘11>>
RJr = ) R+ = ) RJr =
2.21.1189
Robp=la)s Rol)=lji Rolap—l) )
R =) RP)=1": R-[})=1]?)
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Dato quindi un generico vettore!!® di R ()
_ @),
[vet >= ()0

le rotazioni R4 lo trasformano, rispettivamente, nei vettori

EZ) (E)> con a+b+c=n; a+b+c=m (2.21.1190)

Ry |vet >=

(©,(@),0)\ . | ®),@),(@)
<c>,<a>,<b>>v R-|vet >= (b),(c),<a)> (2.21.1191)

Riguardo ai pesi, abbiamo

a—a b—b a—a+V3 — b3 V3
t>h = — Y4z VY _A Y2

|vet > (2 2,23+23+(C 0)3

_ _9

a—f atf-27V3 (2.21.1192)

2 2 3
da cui

_ a— atB—-2y
$1= 5 a7 9.21.1193
5=l e g ( )

Chiaramente, quanto ai vettori Ry|vet >, vista la (2.21.1191), con ovvio
significato di simboli abbiamo

ap =7 Br=0a 14 =8
2.21.1194
a_=p0; b-=7v 1=« ( )
e dunque
53 =71 — By =B —a=—(s51+ s3) (2.21.1195)

s =a_ —y-=fF—a=—(s1+s2)
Sg =7-—B-=a—-7=5

per cui, vista la (2.21.1192), risulta

h, = <a+_ﬁ+ a++ﬁ+—2’y+\/§>:<fy_a ’y—l—a—2ﬁ£

2 ’ 2 3 2 2 3
L <a_—5_ a_+ﬁ_—27_\/§>:<ﬂ—7 B+vy—2a3

2 2 3 2 2 3
Evidentemente questi pesi possono essere ricavati anche direttamente, attra-
verso la relazione

hy =R:h=R. < - > (2.21.1198)

2 3

H5Egspliciteremo solo il numero dei diversi indici 1, 2, 3 e non la loro posizione relativa:
per quanto riguarda il peso associato al vettore questo, naturalmente, é sufficiente.

) (2.21.1196)

) (2.21.1197)
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Un caso interessante & quello del vettore corrispondente al peso hys ovvero
al vettore

|hM >=

E?z))((gl))((oo))> (2.21.1199)

che, come sappiamo, é il capostipite da cui sono ricavati tutti i vettori della
rappresentazione irriducibile (n,m) e per il quale abbiamo

s1=mn; ss=m; a=n, B=-m, yv=0 (2.21.1200)
— —2 3 — 3

hy = (220 aFh TV3Y nimon URE (2.21.1201)
2 2 3 2 2 3

Venendo ora ai due vettori che si originano da questo per rotazione di £120°,
abbiamo

° ‘h?\;f >:

o @m0\ _ ](0),(0),(m)
Ihi, >= R, ‘(n)7(0)7(0) > - ‘(0)7(@7(0) > (2.21.1202)

per il quale risulta

+ _ . + _ _ . — —
5] =82 =m; S; =—81—S=-n—-m; oar=0 Bi=n,

v =-m  (2.21.1203)
i = a+—5+’a++5+—27+ V3 _ _27”+2m@ (2.21.1204)
9 2 3 2 2 3

lhy, >=R_ ‘g$3)<(7$>(g;>> _ ‘<m>,<o>,<o>>

(0),(0),(n) (2.21.1205)
per il quale risulta
5] =—81—8x=-n—-m; S, =51=n; a_=-m, f_=0, yy=n (2.21.1206)
_—pB- a_ _—2v_ V3 —m — 2 3
e (e e e V3 _ —@,Mi (2.21.1207)
2 2 3 2 2 3
Ricordiamo che, riguardo ad |hy; >, abbiamo
Ig|hM >= Hlth> :nJrTm‘hM> jI:MTm
Uslhyr >= 5-|hy > 5lhar > =U=7%5 (221.1208)
Vg’hM >= %‘hM> %‘hM> iVZ%

dove I,U,V sono gli spin delle rappresentazioni irriducibili di SU2 di cui
|lhps > & capostipite superiore.
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Venendo al vettore \h}& >, esso si trova al vertice superiore sinistro dell’esa-
gono ed é caratterizzato da

Lih}, >= Hi|h}; > =-%|h}, > =1=1
+
Uslhi, >=*t|hi, > = 2|h), > =U="12 (2.21.1209)
Valhi >= £|hJr > = ="mpt s = V= m
ity = 27 1M -2 M - 2

Come si vede, esso & capostipite inferiore della rappresentazione di I — spin
corrispondente a I = 5, mentre ¢ capostipite superiore per le altre due.

Riguardo infine al vettore |h}, >, esso si trova al vertice inferiore sinistro
dell’esagono ed ¢ caratterizzato da

I3lhy, >= Hilhy, > = —-%|h,, > =I1=%
Uslhy, >=2|hy, > ==2"h, > =U="2" (2.21.1210)
Vslhy, >=F|hy, > = 3lhy, > =V=3
Come si vede, esso é capostipite inferiore sia della rappresentazione di I —spin
corrispondente a I = % che di quella di U — spin corrispondente a ”‘"Tm,

mentre & capostipite superiore per ’altra.

Dovrebbe risultare piuttosto chiaro che ciascuno dei vettori \hﬂ > po-
trebbe fungere da capostipite della rappresentazione (n,m) di SU3. La scel-
ta di usare |hy; > ¢ dettata unicamente dalla maggior facilita circa la sua
individuazione.

Ma torniamo adesso al layer esagonale L = r + 1, per il quale abbiamo
dimostrato che la molteplicita vale L per tutti i pesi presenti sui due rami
che si originano in h,

W — n+m—2r n—m@
" 2 23

; 0<r<m-1 (2.21.1211)

Per dimostrare che questa proprieta della molteplicita vale su tutto il layer,
un modo ¢ quello di considerare, per esempio, i due rami che si originano''6
in h;', dove abbiamo che

— 2m — 3r V3
Wt =R, by = ([ nE2m o3 V3 (2.21.1212)
2 2 3
per il quale risulta
§p = IS g ona2mesr
S9 = r;n o W — % —1—1m (2211213)

6Data la simmetria di rotazione di +120° dello spettro, ¢ evidente che |hZ, > sono pesi
che appartengono al layer L.
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e quindi
Oa—T=0—= (n —m)§281+82 _ n—m+2m—§r+2r—n—m - 0
b— 5 - 5 _ (n fm)5517252 _ n—m—m+r54r+2n+2m = n—r (2.21_1214)
c—c=~= (n —m)3—81+82 _ n—m—m+r+2r—n—m = r—m

Si osservi che, come dev’essere, questi valori di «, 3, v coincidono rispetti-
vamente con quelli di v, «, 8 relativi a h,..

Consideriamo dunque i pesi distribuiti sul ramo orizzontale del layer L fra
h" e I'estremo superiore del ramo ascendente che origina in h,., cio¢ h,, con
v=m —1r =10, ovvero (cfr.(2.21.1182))

_ o9 —
h,s = <” — nt - 5 ‘f) (2.21.1215)

Essi sono i seguenti

ht =ht+ja— <r—n+2j n+2m—3r£

2 ’ 2 3
per i quali
_r= n+2] n4+2m—3r __ - .
o _ = n+23 i n+272n 3r _;n " ; (2'21'1217)
S2 = 2 - 2 =2r—n—m-+ ]
e quindi
== (n=m)+2s1+s2 _ n—m—2r+2m+2j+2r—n-m+j _ .
a—a=a= 312_nm7“m3]rnm]_j
h— E = 5 _ (n —m)gsl—QSQ _ n7m+rfmfj734r+2n+2m72j - n_r _j
c—t=vy= (n —m)3—51+52 — n—m—i—r—m—%—i—?r—n—m-{-j — r—m
per cui le condizioni da soddisfare, in questo caso, sono
a+b+c = n
a+b+c = m
a=a—a = 3
b=b-"b A (2.21.1219)
Yy=c—¢ = r—m
n>m>0
0<r<m-1
0<j<n-—r

Basta un confronto con quanto ottenuto per i pesi nel primo tratto discen-
dente considerato (cfr.(2.21.1180) per renderci conto che, pur di scambiare
la variabile muta j con w e ruotare la terna (o, 3,7) — (v, o, ), le due si-
tuazioni sono sovrapponibili e quindi possiamo senz’altro dire che anche in

) ;o 0<j<n-r (2.21.1216)

(2.21.1218)
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questo tratto di layer la molteplicita é L.

L’altro tratto che origina in h;f ¢ equivalente al tratto ascendente che ori-
gina in h, e lo stesso procedimento si pud applicare ai due tratti che ori-
ginano in h per cui risulta cosi completata la dimostrazione che la
molteplicita sul layer L vale L.

Per concludere la trattazione del problema, resta solo da dimostrare che
la molteplicita relativa ai pesi che si trovano nel triangolo equilatero che
ha come estremo destro il peso h,, = hy; — ma e per tutti uguale e vale
m+1=T.

Una parametrizzazione di questi pesi "triangolari" & la seguente

h, =hy, —za—yb; dove 2,y >0; 2 +y<n-m (2.21.1220)

per cui abbiamo

hy, = hy —ma—ra—yb=
n+m n—m+3 1 3
= - — 0 _ _ —
( 5 g 3) (m+x,0) y<2, 2)
_ n+m-—2m—2x—y n—m—?)y@ _
N 2 ’ 2 3]
—m —2x — -m—3 3
_ (” m . Ty n "; y\g) (2.21.1221)
e dunque
_ n—m—2z—y n—m—3y __
§1 = + =n—-m-—zx—2y
5y = ”‘mzh‘y - n_,%_gy — oty (2.21.1222)
da cui
o= (n—m)§231+52 _ n—m+2n—2n13—2:(3—4y—:(3+y = n-—m-z—y
5 _ (n—m)—s1—2s2 _ n—m—ntm+z+2y+2r—2y - (2-21.1223)
o (n—m)ésl-‘rsz o n—m—n—i—m—&—x3+2y—x+y o
V= 3 = 3 =y
con le condizioni seguenti
a+b+c = n
a+b+c = m
a=a—a = n—-—m-xr—y
p=b-b -7 (2.21.1224)
y=c¢—c¢ =y
n>m>0
z,y >0
0 2z+y<n—m
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da cui segue che

essendo B=b—b=zxeb>0 = b>=z

essendo y=c—c=yec>0 = c>y (2.21.1225)

poiche’ a+b+c=n = a=n—-b—c<n—x—y

I possibili valori di a, b, ¢ e @, b, ¢ che soddisfano le condizioni di cui sopra

sono riportati nella tabella (cfr.(2.22)) che segue

Casi possibili

N a a b+c b b c c | vettore
1 n—z—y m x4y x 0 y |0 Eﬁﬁ;g?gr>,(y>>
2 n—xr—y—1|m-1|z+y+1 r+1 1 Y 0 E;n:x117s(/1—)i()(,)2x+l)a(y)>
: 0 [yt [ [ wi)
3 n—cz—y—2 | m-—2| z+y+2 x4+ 2 2 Yy 0 Effff’ff)é(fgm+z),(y)>
r+1 1 y+1 |1 E;n:ﬁ’;(/l—)é()l,zz+1),(y+1)>
: 0 [wrz [ 2 [[EE 0 0)
m+1l|n—z—y—m| 0 |z+y+m| z+m m Yy 0 E?z);(z?i)g;(i)zvz),(m+m),(y)>
ehm—1[m—1]y+1 | 1|00 )
x 0 Jyt+tm|m E?z)l(flz(;@n>,(x>,<y+m>>

Tabella 2.22:

Dalla tabella di puo quindi concludere che i vettori di R (]') completamente
simmetrici che soddisfano le condizioni richieste risultano in numero di
(m+1)(m+2) T(T+1)

= 2.21.1226

Occorre perd ancora applicare la condizione sulla traccia che, al solito, riduce
il numero dato dalla (2.21.1226) poiché, come si ¢ visto nei casi trattati in
. . (T-1)T _. .
precedenza, questa condizione determina “~—5~— vincoli e dunque porta a un
numero di soluzioni dato da
Tr+1) ((T-1)T

- =T 2.21.122

Possiamo quindi concludere che la molteplicita per i pesi che appar-
tengono al triangolo equilatero interno alla rappresentazione (n, m)
vale per tutti T'=m + 1.
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2.22 La dimensione della (n,m)

Partendo dai risultati ottenuti per la molteplicita, possiamo adesso determi-
nare la dimensione della rappresentazione irriducibile (n,m).

Procederemo assumendo n > m, ricordando comunque che le (n,m) e (m,n)
descrivono rappresentazioni coniugate una dell’altra e quindi hanno la stessa
dimensione.

Consideriamo i layers "esagonali".

Come si ¢ visto, essi vanno da L = 1 a L = m e i pesi loro appartenenti
hanno molteplicitd L. E’ facile verificare che il numero di pesi che fanno
parte del layer L puo essere scritto come

N =3(n+m—2L+2) (2.22.1228)

Abbiamo quindi che il contributo alla dimensione della rappresentazione
proveniente dai layers "esagonali" vale

m m
Dp = Y NyxL=) 3(n+m-2L+2)L=
L=1 L=1

m m
= 3n+m+2)) L-6Y L=
L=1 L=1

m(m + 1) m(m+1)(2m +1)

= B(n+m+2) 6 : -
— W[B(n+m+2)—2(2m+1)]=
_ m(””;+1)(3n_m+4) (2.22.1229)

Veniamo alla parte triangolare.
come abbiamo visto, tutti i pesi che appartengono alla struttura triangolare
hanno molteplicita m+1. E’ facile verificare che il lato del triangolo contiene
n —m + 1 pesi e quindi il loro numero complessivo é

(n—m+1)(n —m+2)

Np = 5 (2.22.1230)

e quindi il loro contributo alla dimensione della rappresentazione vale

(n—=m+1)(n—m+2)
2

Dp=Npx(m+1)= (m+1) (2.22.1231)

La dimensione della rappresentazione (n,m) ¢ data dalla somma di Dg con
Dr e dunque vale

1
D(n,m) = DE—i—DT:M@n—m—FZl)%—

(n—m+1)(n—m+2)

9 2
_ mTH[m(3n—m+4)+(n—m+1)(”_m+2)]

(m+1)=

(2.22.1232)
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D’altronde

m@Bn—-—m+4)+(n—m+1)(n—m+2)=
= 3nm—m?+4dm+n® —nm+2n—nm+m? —2m+n-—m+2=
= nP4+am+3n+m+2=n+1)(n+m+2) (2.22.1233)

per cui possiamo infine concludere che

D(n,m) = F 1)(m+;)("+m+2) (2.22.1234)

Si osservi che, come gia osservato, per le rappresentazioni triangolari (n,0),
otteniamo

n+1)(n+2

D(n,0) = ( 5 (2.22.1235)

mentre per le rappresentazioni esagonali autoconiugate, nelle quali n = m
come nel caso dell’ottetto, si ha

n+1)(n+1)(2n +2)
2

D(n,n) = ( =(n+1)>° (2.22.1236)
Verifichiamo infine che la rappresentazione (n,m) é fatta da tutti e soli

i vettori della rappresentazione R (,,) che soddisfano le condizioni P1 e P2

cioé sono completamente sommetriche e hanno il tensore associato con trac-

cia nulla.

Come sappiamo, queste due condizioni sono necessarie.

Vediamo ora che sono anche sufficienti.

Determiniamo a questo scopo la dimensione D(n,m) dello spazio fatto dai

vettori che soddisfano P1 e P2 e verifichiamo che questa ¢ proprio D(n,m):

poiché lo spazio dove agisce la rappresentazione (n,m) ¢ fatto da vettori

che soddisfano P1 e P2, se le due dimensioni coincidono i due spazi devono

coincidere.

Iniziamo determinando la dimensione dello spazio dei vettori di R (,,) com-

pletamente simmetrici.

(@),(),(©) -

@+b-+¢=m. Non serve precisare ’'ordinamento fra gli indici perché stiamo
assumendo completa simmetria. Quanti sono questi vettori ?

Iniziamo considerando gli indici controvarianti a, b, ¢ di cui possiamo solo
dire che devono essere non negativi e avere somma uguale a n.

Per capire quante possono essere le scelte diverse, immaginiamo di disporre
di n cubetti uguali e di due pareti mobili, quindi di un totale di n+ 2 oggetti.
Ogni disposizione di questi oggetti individuera una possibile scelta di a, b, ¢
se conveniamo che a sia il numero di cubetti che precedono la prima parete,
b il numero di cubetti fra le due pareti e ¢ il numero di quelli dopo la seconda

Ciascuno di questi vettori sara del tipo
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parete. Queste disposizioni sono (n + 2)!. Perd le permutazioni fra cubetti
(che sono n!) e fra pareti (che sono 2!) conducono agli stessi valori di a, b, ¢
e dunque il numero di possibili scelte differenti sard dato da

n+2)!  (n+1)(n+2)

N, = = 2.22.12
"ol 2l 2 ( 37)
Lo stesso vale per gli indici covarianti @, b, ¢, per cui avremo
2)! 1 2
N, =+t (mtm+2) (2.22.1238)

m! 2! 2

Poiché i due tipi di indici sono indipendenti fra loro, il numero di possibili vet-
tori completamente simmetrici sia nella parte controvariante che covariante
sara dato da

(n+1)(n+2) (m+1)(m+2)

2 2

Imponiamo ora la condizione sulla traccia. Riguardo alla parte controva-
riante, come abbiamo avuto modo di vedere in varie occasioni, il numero di
vincoli che si originano da questa condizione & N,,_; e lo stesso per gli indici
covarianti per cui la dimensione cercata ¢

N =N, X N, =

(2.22.1239)

D(nvm) = Np X Np—Np1 X Npp1 =
(n+1)(n+2) (m+1)(m+2) (n)(n+1) (m)(m+1)

2 2 2 2
(n+1)(m+1)
4
(n+1)(m+1)(n+m+2)

= 5 (2.22.1240)

che coincide con D(n,m) confermando che la rappresentazione irriducibile
(n, m) agisce nello spazio vettoriale fatto da tutti e soli i vettori appartenenti
alla rappresentazione R (]') che sono completamente simmetrici nella parte
controvariante e covariante e definiscono un tensore con traccia nulla.

[(n+2)(m+2)—nm] =

Concludiamo riportando il numero di pesi N'(n,m) che compaiono nello
spettro della rappresentazione (n,m), a prescindere dalla molteplicita a essi
associata.

Evidentemente (cfr.(2.22.1228) e (2.22.1230)) risulta
m
— 1)(n — 2
N(n,m) = Np+Np=) 3(n+m+2-L)+ (n—m+ )2(” m+2) _
L=1

= Bi(n+m+2)—6§:L+ (”m“);”m”) _
L=1 L=1
(n=m+1)(n—m+2)

= 3m(n+m+2)—3m(m+1)+ 5 =

(m—m+1)(n—m+2)

= 3m(n+1)+ 5

(2.22.1241)




